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Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills
et de champs scalaires dans l’univers primordial
par Andre´ Fu¨zfa
Re´sume´ : Le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle d’un champ de Yang-Mills est
e´tudie´ via l’inte´gration nume´rique de la formulation hamiltonienne du syste`me Einstein-
Yang-Mills de´crivant le couplage d’un champ de jauge a` la gravitation. Une e´volution
en deux temps est mise en e´vidence : une dilution des fluctuations, conse´quence de
l’invariance conforme du champ, apparaˆıt en premier lieu ; elle est suivie d’un re´gime
d’oscillations croissantes lorsque l’on s’e´loigne suffisamment de la solution homoge`ne.
Une comparaison instructive avec le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle du champ
scalaire est e´galement envisage´e. Enfin, nous avons e´tudie´ l’influence de champs sca-
laires de quintessence sur la formation d’amas de matie`re noire graˆce a` la modification
d’un code a` N particules. Ceux-ci inhibent la formation des amas, en privile´giant des
structures moins nombreuses et de faible masse, tout en produisant des diffe´rences assez
significatives que pour permettre de discerner non seulement un mode`le avec quintes-
sence d’un autre plus conventionnel (avec constante cosmologique) mais e´galement les
divers mode`les de quintessence entre eux.
Gravitational instabilities of Yang-Mills and scalar fields
in the early universe
by Andre´ Fu¨zfa
Abstract : The gravitational instability of Yang-Mills fields is studied by means of a
numerical integration of the hamiltonian formulation of Einstein-Yang-Mills equations,
which describe the coupling between gravitation and a gauge field. A two-step evolution
appears to rule this mechanism : the fluctuations first dilute, as a sequel of the conformal
invariance of the gauge theory ; then, the fluctuations undergo oscillations of increasing
amplitude as the solution moves away from the homogeneous one. An interesting com-
parison with the gravitational instability of a scalar field has also been made. Finally, we
have established that the quintessence scalar fields inhibit the formation of dark matter
halos. By analysing the results of a modified N -body code, we show that those fields
produce less structures and lighter halos, and lead to significative differences that allow
to distinguish either a quintessence scenario from a more conventional one with a cos-
mological constant either different quintessence models.
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iLe petit prince : ”– Comment peut-on posse´der les e´toiles ?
– A qui sont-elles ? riposta, grincheux, le businessman.
– Je ne sais pas. A personne.
– Alors, elles sont a` moi, car j’y ai pense´ le premier. (...)
– Et qu’en fais-tu ?
– Je les ge`re. Je les compte et je les recompte, dit le businessman. C’est difficile. Mais je
suis un homme se´rieux ! (...)
C’est amusant, pensa le petit prince. C’est assez poe´tique. Mais ce n’est pas tre`s se´rieux.
Le petit prince avait sur les choses se´rieuses des ide´es tre`s diffe´rentes des ide´es des grandes
personnes.
Moi, dit-il encore, je posse`de une fleur que j’arrose tous les jours. Je posse`de trois volcans
que je ramone toutes les semaines. (...) C’est utile a` mes volcans et c’est utile a` ma fleur,
que je les posse`de. Mais tu n’es pas utile aux e´toiles...”
(...)
”Si je vous ai raconte´ ces de´tails (...), c’est a` cause des grandes personnes. Les grandes
personnes aiment les chiffres. Quand vous leur parlez d’un nouvel ami, elles ne vous ques-
tionnent jamais sur l’essentiel. Elles ne vous disent jamais : Quel est le son de sa voix ?
Quels sont les jeux qu’il pre´fe`re ? (...) Elles vous demandent : Quel aˆge-a-t-il ? Combien
a-t-il de fre`res ? Combien pe`se-t-il ? Combien gagne son pe`re ? Alors seulement elles croient
le connaˆıtre. Si vous dites aux grandes personnes : J’ai vu une belle maison en briques
roses, avec des ge´raniums aux feneˆtres et des colombes sur le toit..., elles ne parviennent
pas a` s’imaginer cette maison. Il faut leur dire : J’ai vu une maison de cent mille francs.
Alors, elles s’e´crient : Comme c’est joli !”
(...)
”Mais moi, malheureusement, je ne sais pas voir les moutons a` travers les caisses. Je
suis peut-eˆtre un peu comme les grandes personnes. J’ai duˆ vieillir.”
A. de Saint-Exupe´ry, ”Le Petit Prince”.
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Conventions
Dans ce texte, nous utiliserons l’habituelle convention d’Einstein qui consiste a` omettre le
symbole de sommation dans les expressions ou` l’indice de sommation est re´pe´te´ deux fois.
Ainsi, le produit scalaire de deux vecteurs s’e´crira, dans cette convention,
−→
A · −→B =
∑
i
AiBi ≡ AiBi·
Ensuite, nous aurons coutume de recourir a` des lettres grecques pour de´signer les indices
spatio-temporels (dont la valeur court de 0 a` 3), a` des lettres latines pour les indices pu-
rement spatiaux (dont la valeur court de 1 a` 3) et a` des lettres latines grasses telles que
a, b, · · · pour indiquer des indices se rapportant a` une alge`bre interne.
Les divers types de de´rive´es suivront les conventions suivantes : les de´rive´es partielles
seront indique´es en indice par une virgule ; les de´rive´es covariantes sur l’espace-temps se-
ront indique´es en indice par un point-virgule ; tandis qu’une barre verticale repre´sentera les
de´rive´es covariantes sur les sections spatiales de l’espace-temps. Chacun de ces symboles
sera suivi du nume´ro de la coordonne´e par rapport a` laquelle on souhaite de´river.
La signature de la me´trique adopte´e tout au long de ces pages est la suivante : (−,+,+,+).
De meˆme, nous travaillerons souvent en coordonne´es sphe´riques (χ, θ, ϕ), ou` χ sera donc
la coordonne´e comobile radiale. Sauf mention explicite du contraire, nous adopterons les
conventions suivantes pour les de´rive´es par rapport aux coordonne´es : les grandeurs prime´es
indiquent une de´rive´e par rapport a` χ et celles pointe´es par rapport au temps t.
Aux chapitres 4, 5 et 6 traitant de l’instabilite´ gravitationnelle, nous noterons souvent les
valeurs des champs au temps initial t = 0 par un indice 0 (f(0, χ) = f0(χ), en coordonne´es
sphe´riques). De meˆme, nous affecterons les grandeurs caracte´risant le fond homoge`ne sur
lequel se de´veloppent les fluctuations par un exposant B, pour ”background”.
En ce qui concerne nos abre´viations, on pourra consulter le tableau de la page suivante.
Enfin, sauf mention explicite du contraire, nous travaillerons dans un syste`me d’unite´s
v
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Abre´viations Significations
RG Relativite´ ge´ne´rale
YM Yang-Mills
EYM Einstein-Yang-Mills
ADM Arnowitt-Deser-Misner
IVP Initial Value Problem
(Proble`me de Cauchy)
PM Particle Mesh
FLRW Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker
tel que la constante de Newton G et celle de vitesse de la lumie`re c seront e´gales a` l’unite´.
La constante de couplage des interactions de jauge sera e´galement pose´e e´gale a` cette meˆme
valeur. Au chapitre 7, toutefois, nous aurons recours au syste`me d’unite´s ge´ome´trise´es dans
lequel seule la vitesse de la lumie`re a e´te´ normalise´e.
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Chapitre 1
Prole´gome`nes
“ The marvelous thing about it all is that for such a wide range of important, strong
phenomena – nuclear forces, electrical phenomena, and even weak ones like gravitation –
over a tremendous range of physics, all the laws for these seem to be symmetrical.”
R. Feynman, [FLS89].
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4 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
1 Syme´tries et lois de la physique
Dans ce chapitre, nous proposons tout d’abord une introduction aux principes fondateurs
de ces the´ories modernes de la physique que sont la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale,
de´crivant la gravitation, et les the´ories de jauge, dont les versions quantifie´es re´gissent
le monde microscopique des particules e´le´mentaires. Notre approche, essentiellement heu-
ristique, se base sur le concept de syme´trie qui nous servira de guide tout au long de
cette (re-)de´couverte. Ceci pourrait paraˆıtre, a` raison, quelque peu artificiel aux yeux d’un
lecteur critique. Certes, notre pre´sente de´marche ne suit pas exactement le cheminement
historique qui a mene´ a` ces the´ories, mais il convient de reconnaˆıtre, a` notre de´charge,
qu’une introduction conventionnelle de´passerait largement le cadre de ces prole´gome`nes.
Or le concept de syme´trie a su re´ve´ler aux physiciens du sie`cle dernier toute sa puissance
fe´de´ratrice et unifier en son sein des aspects aussi diffe´rents de la re´alite´ que ceux qui sont
de´crits par la gravitation et les the´ories de jauge. C’est pourquoi nous avons choisi cette
approche et nous laisserons aux nombreux ouvrages de re´fe´rence en la matie`re le soin d’in-
troduire plus amplement le lecteur a` ces sujets passionnants, le cas e´che´ant. Ensuite, nous
passerons brie`vement en revue le mode`le standard du Big Bang, paradigme de la cosmo-
logie moderne, en vue de situer nos recherches dans le cadre de certaines proble´matiques
actuelles de cette the´orie.
Commenc¸ons tout d’abord cette introduction en pre´sentant la physique the´orique comme
la description de phe´nome`nes, dont les quantite´s repre´senta-tives comme la vitesse ou
la position se formulent en termes d’objets mathe´matiques ou champs, e´voluant dans
l’espace au cours du temps1. Ce triumvirat espace-temps-matie`re fonde la the´orie
relativiste du champ (cf. [WEY52] pour une re´flexion e´claire´e sur la question), paradigme
de la physique the´orique, dont les divers avatars (notamment quantiques) se de´clinent
en des noms fameux tels que relativite´ restreinte et ge´ne´rale, e´lectromagne´tisme, the´orie
e´lectrofaible et chromodynamique, voire meˆme the´orie des cordes.
Dans ce cadre re´ducteur ou` la physique s’inte´resse presque exclusivement aux entite´s
mathe´matiques e´voluant dans l’espace-temps, il est ne´cessaire d’adjoindre un crite`re per-
mettant de distinguer les “bons” objets, a` meˆme de repre´senter ade´quatement des phe´nome`nes
physiques tels que particules et interactions, des “mauvais”. Le crite`re qui a fini par s’impo-
ser au cours de l’histoire de la physique est celui de syme´trie, qui permet de de´finir des in-
variants, ou grandeurs conserve´es (“constantes du mouvement”) sous certaines ope´rations.
Plus pre´cise´ment, on dira, a` l’instar de Weyl [WEY52], qu’un objet ou le phe´nome`ne qu’il
incarne, est syme´trique s’il est une action que nous puissions lui appliquer sans pour autant
1Nous espe´rons que le lecteur indulgent nous pardonnera cette conception kantienne e´minemment
re´ductrice.
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entraˆıner une modification d’aucune sorte de ses proprie´te´s physiques2.
Ainsi, la physique s’e´chine-t-elle a` e´tudier les objets syme´triques, inalte´rables par des
ope´rations visant a` discre´diter leur objectivite´, a` l’instar des phe´nome`nes re´els qu’ils se
doivent de repre´senter. Par exemple, on ne s’attend pas a` ce qu’un objet re´el disparaisse
lorsque l’observateur se de´place pour changer son point de vue, de sorte que son ava-
tar mathe´matique devra posse´der des caracte´ristiques particulie`res sous translation. Les
proprie´te´s physiques de l’objet ainsi repre´sente´ seront alors invariantes sous cette trans-
formation qui me´ritera donc l’appellation de syme´trie. Il est donc possible de discerner
deux types de transformations pouvant donner lieu a` des syme´tries en cas d’invariance :
celles qui agissent sur l’observateur ou le proce´de´ d’observation, les transformations ex-
ternes, et celles qui affectent les champs eux-meˆmes, les transformations internes. Ces
deux cate´gories peuvent encore eˆtre divise´es en deux : les transformations continues et
discre`tes.
Un ensemble de transformations continues obe´it ge´ne´ralement a` la structure alge´brique du
groupe, c’est-a`-dire qu’elles admettent une loi de composition interne et partout de´finie,
associative, de meˆme que l’existence d’un neutre et la proprie´te´ de syme´trisabilite´3. Si,
en outre, le groupe admet la proprie´te´ de commutativite´, i.e. la composition de deux
e´le´ments est identique a` celle de ces meˆmes e´le´ments pris dans l’ordre inverse, alors il est
appele´ groupe commutatif ou encore groupe abe´lien.
Toutefois, l’ensemble des transformations ne forme qu’une repre´sentation du groupe, struc-
ture alge´brique abstraite qui peut s’incarner de diverses fac¸ons, triviales ou non. Une
repre´sentation (line´aire) d’un groupe est en effet un homomorphisme du groupe a` va-
leurs dans un ensemble d’ope´rateurs (line´aires) agissant sur un espace vectoriel (dit “es-
pace de repre´sentation”), e´ventuellement me´trique. Ici, l’espace de repre´sentation qui nous
pre´occupe est la version mathe´matise´e de l’espace-temps physique, qui est de´crit locale-
ment (et globalement en l’absence de gravitation) par l’ensemble4 R1,3.
Parmi les diverses repre´sentations que peut posse´der un groupe, il en existe des plus
commodes, notamment les repre´sentations irre´ductibles qui ne laissent invariants que les
2On consultera les re´fe´rences [FLS89, LAM99] pour une re´flexion sur le roˆle de la syme´trie dans les lois
de la physique.
3C’est-a`-dire l’existence d’un e´le´ment pour tout autre e´le´ment du groupe qui, compose´ avec ce dernier
redonne le neutre.
4L’espace-temps ne se mode´lise pas par le simple ensemble R4 dont on tirerait les coordonne´es pour faire
de la physique mais bien par l’espace pseudo-euclidien R1,3. La norme de´finie sur celui-ci peut eˆtre nulle
sans pour autant que le vecteur concerne´ le soit (la matrice de me´trique, dont les e´le´ments sont de´finis
par le produit scalaire entre deux vecteurs quelconques de la base, est une diagonale avec les e´le´ments
−1,+1,+1,+1). Mais ces conside´rations sont plus du ressort d’une introduction a` la relativite´ restreinte.
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sous-espaces triviaux de l’espace de repre´sentation5. Les repre´sentations re´ductibles, au
contraire, laissent invariant au moins un sous-espace non trivial de l’espace de repre´sentation.
Les repre´sentations unitaires sont, elles aussi, agre´ables dans la mesure ou` elles pre´servent
la me´trique et le produit scalaire de l’espace me´trique de repre´sentation, puisqu’elles
prennent leurs valeurs dans un ensemble d’ope´rateurs unitaires.
Les transformations habituelles que l’on peut effectuer sur les degre´s de liberte´ de l’espace-
temps (c’est-a`-dire sur les coordonne´es) sont regroupe´es au sein du groupe de Poincare´
qui comprend comme sous-groupes le groupe des translations (dans l’espace et/ou
dans le temps) et le groupe de Lorentz6. Ce dernier comprend le sous-groupe des rota-
tions dans l’espace et les transformations de Lorentz pures (appele´es les boosts), ces
dernie`res transformations correspondant a` un de´placement a` vitesse constante infe´rieure
ou e´gale a` celle de la lumie`re. Les boosts ne forment toutefois pas un sous-groupe du groupe
de Lorentz, puisque le produit de deux boosts peut se de´composer en un boost et une ro-
tation, ce qui viole le caracte`re clos (interne) du groupe (cf. [DEL97]). Les transformations
infinite´simales repre´sentant les e´le´ments du groupe de Poincare´ peuvent s’e´crire :
x
′µ = xµ + aµ
pour une translation (a est un vecteur constant et µ un indice courant de 0 a` 4),
x
′i = xi + ξijx
j
pour une rotation et
x
′µ = xµ + ξµ0x
0
pour un boost (une transformation de Lorentz ge´ne´rale Λ admet Λµν pour repre´sentation
avec x
′µ = Λµν x
ν). Dans ce qui suit, nous rappelons que les indices latins seront spatiaux
(variant de 1 a` 3) et les grecs spatio-temporels (variant de 0 a` 3).
Sous un groupe de transformations donne´, les champs, ces entite´s qui doivent repre´senter
les grandeurs fondamentales de la physique, reveˆtent un caracte`re tensoriel. Les tenseurs
sont des formes multine´aires de l’espace vectoriel de repre´sentation dont les composantes
se transforment sous les repre´sentations R du groupe comme
T
′j1···jq
i1···ip
= Rk1i1 · · ·R
kp
ip · · ·Sj1l1 · · ·S
jq
lq
T
l1···lp
k1···kp
5Les noyaux des endomorphismes repre´sentatifs sont re´duits a` l’e´le´ment nul.
6Le groupe de Lorentz est appele´ SO(3, 1) car il est celui des matrices orthogonales de dimension 4 sur
un espace pseudo-euclidien (dont la signature de la me´trique est (+,−,−,−) et donc entraˆıne la notation
O(3, 1) et non O(4)), et de de´terminant e´gal a` +1 (d’ou` le S pour “spe´cial”). Le recouvrement universel
de ce groupe est le groupe SL(2,C) des transformations line´aires de dimension 2 sur C2 a` coefficients
complexes et de de´terminant e´gal a` +1 (cf. [JON98, DEL97]).
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ou` les indices i sont covariants et j contravariants, ou` S = R−1 et ou` le rang du tenseur est
e´gal a` p + q. On sait par exemple que le champ de position ou de vitesse d’une particule
doit eˆtre repre´sente´ par un vecteur, c’est-a`-dire un tenseur contravariant de rang un sous
le groupe de Poincare´. On dit que les tenseurs engendrent une repre´sentation du groupe de
dimension e´gale au rang du tenseur, ou qu’un champ tensoriel se transforme comme une
certaine repre´sentation du groupe.
De plus, si un champ peut adopter un certain comportement sous des transformations
externes (de coordonne´es sur l’espace-temps), il peut tout a` fait engendrer dans le meˆme
temps une repre´sentation d’un groupe de transformations internes, relatives a` des degre´s
de liberte´ diffe´rents de ceux de l’espace-temps (la phase et l’isospin, que nous introdui-
rons plus loin en seront des exemples). Ainsi, nous noterons les champs avec des indices
de diffe´rentes natures, se rapportant aux diffe´rentes repre´sentations internes et externes
qu’ils engendrent. Par exemple, dans la notation ϕµν···
ab···, les indices grecs se rapportent a` des
degre´s de liberte´ externes (les coordonne´es) et leurs homologues latins gras a` des degre´s
de liberte´ internes (coordonne´es dans un espace interne). L’espace-temps proprement dit
peut donc se de´crire localement par le produit carte´sien de l’ensemble R1,3 avec un autre,
notons-le F , qui est l’espace de repre´sentation des transformations internes.
Les tableaux suivants pre´sentent une liste de quelques syme´tries fre´quemment rencontre´es
en physique. La table 1.1 reprend quelques transformations continues que l’on peut effec-
tuer sur les champs ou sur le syste`me (de coordonne´es) les de´crivant. Le champ test ϕ(t,−→r )
se transforme dans une certaine repre´sentation L du groupe de Lorentz et engendre une
repre´sentation I d’un groupe de transformations internes. Dans la table 1.1, les nouvelles
valeurs du champ sont exprime´es en fonction des anciennes e´value´es aux nouvelles coor-
donne´es, le cas e´che´ant. La table 1.2 illustre les effets d’ope´rations discre`tes, tant internes
qu’externes sur les degre´s de liberte´.
Une proprie´te´ remarquable des transformations continues nous est fournie par le the´ore`me
de Nœther qui permet d’associer a` chaque syme´trie continue d’une the´orie physique7 un en-
semble de courants (et de charges) conserve´s dont le nombre e´gale la dimension du groupe
de transformations concerne´es. La table 1.3 suivante donne les grandeurs conserve´es pour
les transformations continues de la table 1.1.
Ainsi, les syme´tries apparaissent-elles de´ja` comme essentielles en physique, tant pour ca-
racte´riser les bons objets mathe´matiques que pour mettre en e´vidence les quantite´s obser-
7Qui est invariante ou syme´trique sous la transformation continue si celle-ci pre´serve le lagrangien et
les e´quations d’Euler-Lagrange. Cependant, toutes les syme´tries des e´quations d’Euler-Lagrange ne sont
pas ne´cessairement des syme´tries du lagrangien. Par exemple, la simple multiplication du lagrangien par
un scalaire (ce qui e´quivaut a` un changement d’unite´s physiques) est une syme´trie des e´quations d’Euler-
Lagrange mais e´videmment pas du lagrangien lui-meˆme.
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Transformations continues Effets sur le champ test ϕa
Translation dans l’espace ϕ′(t,−→r ) = ϕ(t, −→r ′ = −→r +−→r 0)
Translation dans le temps ϕ′(t, −→r ) = ϕ(t+ τ, −→r )
Rotation ou boost Λ ϕ′(xµ) = L(Λ)ϕ(x
′µ = Λµνx
ν)
Changement de phase ϕ′(xµ) = e−iαϕ(xµ)
Transformation interne g ϕ′(xµ) = I(g)ϕ(xµ)
Tableau 1.1 – Transformations continues externes (translations, rotations et transforma-
tions de Lorentz) et internes (changement de phase, e´le´ment g d’un groupe de transforma-
tions internes) en the´orie des champs
Transformations discre`tes Effets sur le champ ϕ ou les coordonne´es
Parite´ −→r ′ → −−→r
Renversement du temps t′ → −t
Conjugaison de charge Q→ −Q
Permutation d’un syste`me P
(
ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN)→ (ϕP (1), ϕP (2), · · · , ϕP (N))
de N particules identiques
Tableau 1.2 – Transformations discre`tes en the´orie des champs
vables et les sacro-saints principes de conservation. Mais nous allons voir que leur pre´sence
est meˆme intimement lie´e a` celle des interactions elles-meˆmes.
A partir des conside´rations introduites ci-avant, la the´orie de la relativite´ restreinte est
simplement une me´canique globalement invariante sous le groupe de Poincare´. En effet,
celui-ci comprend comme sous-groupe le groupe de Galile´e et celui des translations dans
l’espace et le temps sous lesquels les lois de Newton de la me´canique classique sont in-
variantes. Ce groupe de Galile´e est constitue´ par des rotations d’angle inde´pendant du
temps et les translations a` vitesse constante tre`s infe´rieure a` c. De plus, le groupe de
Poincare´ comprend cette extension du groupe de Galile´e qu’est le groupe de Lorentz dont
les translations a` vitesse constante peuvent se faire a` une vitesse infe´rieure ou e´gale a` c.
L’espace-temps de la relativite´ restreinte se caracte´rise localement par l’e´le´ment d’intervalle
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Syme´tries continues Grandeurs conserve´es
Translations dans l’espace-temps quadri-impulsion P µ ≡ (E, P i)
Transformations de Lorentz Moment cine´tique total
(rotations + boosts) (orbital + intrinse`que (spin))
Changement de phase Nombres quantiques additifs
(charge e´lectrique, hypercharge, e´trangete´,
nombre leptonique ou baryonique, etc.)
Transformation interne spin isotopique, etc.
Tableau 1.3 – Syme´tries continues et grandeurs conserve´es par le the´ore`me de Nœther
ds dont le carre´ ds2 = −c2dt2+dl2 vaut la diffe´rence entre le carre´ de la distance entre deux
e´ve`nements (deux points de l’espace-temps) et le carre´ de la dure´e (multiplie´e par c) entre
ceux-ci. L’e´le´ment d’intervalle constitue ainsi un bon invariant sous les transformations de
Lorentz8. En coordonne´es carte´siennes, cet e´le´ment d’intervalle s’e´crit
ds2 = ηµνdx
µdxν (1.1)
ou` (ηµν) = diag(−1, +1, +1, +1) est la me´trique de Minkowski. Le temps propre dτ
d’une particule mate´rielle libre se de´finit comme le temps qui s’e´coule pour un observateur
qui l’accompagnerait le long de sa trajectoire ds2 = c2dτ 2. La trajectoire effective de cette
particule libre sera alors de´crite par un principe de moindre temps propre, via l’action
S =
∫
mc ds =
∫
mc2 dτ, (1.2)
c’est-a`-dire que la particule est au repos dans un re´fe´rentiel comobile, et se de´place en ligne
droite sinon, en suivant les ge´ode´siques de l’espace-temps plat de Minkowski.
De plus, la relativite´ restreinte re´concilie la me´canique de Newton et l’e´lectromagne´tisme de
Maxwell, a` condition de formuler celui-ci de manie`re covariante, c’est-a`-dire de lui associer
une densite´ lagrangienne qui se comporte bien comme un scalaire sous le groupe de Lorentz
8En effet, l’e´le´ment de longueur dl2 et celui de dure´e dt2, s’ils e´taient de bons invariants sous le groupe
de Galile´e de la me´canique newtonienne, ne le sont plus sous les boosts de Lorentz, en vertu des effets
de contraction des longueurs et de dilatation du temps. Par contre, il est aise´ de ve´rifier a` l’aide des
transformations de Lorentz que la diffe´rence des deux, l’e´le´ment d’intervalle ds2, est invariante et constitue
de ce fait la grandeur physique ade´quate pour de´crire les phe´nome`nes dans l’espace-temps.
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et, par extension, sous le groupe de Poincare´ total de la the´orie. Nous savons que cette
quantite´ doit eˆtre relie´e aux champs e´lectrique et magne´tique, mais nous savons aussi que
chacun pris a` part n’est pas invariant sous transformation de Lorentz9. Ainsi, une solution
consiste a` construire, a` partir de ces quantite´s, un tenseur qui aurait donc six composantes
inde´pendantes (cf. [ROL94] pour une approche didactique et [LL61, MOU98] pour une
approche plus formelle). Ce tenseur s’appelle le tenseur du champ e´lectromagne´tique (ou,
plus rarement, tenseur de Faraday) et ses composantes s’e´crivent :
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (1.3)
ou` Aµ = (−V, −→A ) est le quadri-potentiel e´lectromagne´tique. La densite´ lagrangienne
recherche´e s’e´crit de`s lors
Lem = −1
4
FµνF
µν (1.4)
dont les e´quations d’Euler-Lagrange forment le deuxie`me groupe d’e´quations de Maxwell
(sans source), cf. annexe A :
∂µF
µν = 0· (1.5)
Le premier groupe d’e´quations de Maxwell est, quant a` lui, constitue´ par les identite´s de
Bianchi sur le tenseur du champ : Fαβ,γ + Fβγ,α + Fγα,β = 0, qui de´coulent naturellement
de la construction (1.3) du tenseur Fµν .
Toutefois, la gravitation n’est pas naturellement incluse dans le corps de la relativite´ res-
treinte, elle doit eˆtre introduite via un potentiel d’interaction newtonien (non relativiste)
dans le lagrangien. De plus, la gravitation universelle souffre de deux pathologies absolu-
ment inconciliables avec les pre´ceptes de la relativite´ restreinte :
(a) elle est cense´e se propager instantane´ment, ce qui constitue un innommable affront
a` la constance de la vitesse de la lumie`re et au principe de causalite´ qui en de´coule.
(b) le temps et l’espace y sont conside´re´s comme inde´pendants et absolus, ce qui est
contredit par l’expe´rience (par exemple : celle de Michelson et Morley) et rejete´ par
la the´orie de la relativite´ restreinte.
Ces deux raisons nous ame`nent a` la conclusion que la the´orie de la gravitation universelle
n’est encore qu’un brouillon de la the´orie rigoureuse qui devra lui succe´der : la relativite´
ge´ne´rale.
Toutefois, une comparaison, loin d’eˆtre innocente, entre la pathologie (a) ci-dessus et la
manie`re dont nous avons discute´ des syme´tries auparavant me´rite que l’on s’y attarde. En
effet, nous avons pre´sente´ les syme´tries comme s’appliquant globalement, sur la totalite´
de l’espace-temps. La relativite´ restreinte constitue donc une me´canique globalement inva-
riante sous les transformations de Poincare´.
9On sait qu’ils se me´langent sous transformations de Lorentz, cf. [FLS89].
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Or comment envisager un processus physique, comme une interaction par exemple, qui
garantisse globalement l’obe´issance de la matie`re a` une syme´trie ? Comment l’ave`nement
d’une syme´trie en un endroit et a` un moment donne´ de l’espace-temps pourrait-il se propa-
ger instantane´ment pour garantir celle-ci partout ? En fait, il est impossible d’imposer une
syme´trie globale sans violer des principes physiques fondamentaux. Une syme´trie ne de-
vrait eˆtre que locale si elle veut satisfaire au principe de causalite´. Or imposer a` la the´orie
(et a` son lagrangien) une syme´trie locale est infiniment plus contraignant que l’imposition
d’une syme´trie globale. Nous allons voir aux paragraphes suivants comment l’exigence de
principes syme´triques locaux implique naturellement l’existence de champs propageant des
interactions et constitue le fondement meˆme du paradigme de la the´orie de jauge.
2 The´ories de jauge
2.1 Relativite´ ge´ne´rale
Commenc¸ons notre investigation des conse´quences du caracte`re ne´cessairement local des
syme´tries par le cas des transformations externes. En re`gle ge´ne´rale, effectuer une trans-
formation locale de coordonne´es revient a` e´crire la transformation infinite´simale suivante
x
′µ = xµ + ξµ(xν), (1.6)
avec ξµ(xν) = aµ pour une translation locale et ξµ(xν) = µρ(x
ν)xρ pour une transforma-
tion de Lorentz locale10. En fait, “jauger” le groupe de Poincare´ en imposant l’invariance
de la the´orie sous des transformations locales de celui-ci revient a` rechercher l’invariance de
la the´orie sous des transformations quelconques de coordonne´es proches de l’indentite´, de
la forme (1.6) , meˆme non line´aires. Les lois de la me´canique que nous recherchons seront
donc valables pour tous les observateurs, quel que soit leur e´tat de mouvement, fuˆt-il meˆme
acce´le´re´. Ceci constitue le principe de relativite´ ge´ne´ralise´.
Cependant, l’exigence de syme´trie sous des changements non line´aires de coordonne´es va
avoir une profonde incidence sur la description de l’espace-temps : en effet, il est clair que
la me´trique de Minkowski n’est pas invariante sous de telles prescriptions et il nous faudra
de`s lors de´crire les e´le´ments d’intervalle ds des particules d’une manie`re plus ge´ne´rale. A
cette fin, on introduit le champ tensoriel dit de “me´trique” gµν tel que l’e´le´ment d’intervalle
(au carre´) s’e´crive
ds2 = gµν dx
µ dxν· (1.7)
10Pour rappel, les indices µ, ρ sont exclusivement spatiaux pour une rotation, les boosts s’identifiant a`
des rotations autour d’un “plan” comprenant l’axe du temps et l’axe spatial le long duquel on se de´place.
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En vue de satisfaire a` l’invariance locale sous transformations de Poincare´, ce champ ten-
soriel ne peut pas eˆtre quelconque et doit donc satisfaire ses propres e´quations d’Euler-
Lagrange. Celles-ci de´termineront la ge´ome´trie de l’espace-temps puisqu’elles fixeront la
me´trique et l’on peut donc s’attendre a` ce que la densite´ lagrangienne de la the´orie soit relie´e
a` l’une ou l’autre de ses proprie´te´s ge´ome´triques. En recherchant de quelle(s) e´quation(s)
celle de Poisson pour le potentiel gravitationnel peut bien eˆtre la limite non relativiste
(c → ∞), on montre que la the´orie relativiste de la gravitation repose sur un prin-
cipe de stationnarite´ de la courbure (pour l’approche originale d’Einstein, on consultera
les re´fe´rences [EIN16, ELWM52]). Plus pre´cise´ment, l’action d’Einstein-Hilbert dont
de´rivent les e´quations de la relativite´ ge´ne´rale, sans source, s’e´crit :
SEH = − c
4
16piG
∫
(R− 2Λ)√−g d4x, (1.8)
ou` G est la constante de gravitation universelle de Newton ; g est le de´terminant du ten-
seur de me´trique gµν qui de´finit l’e´le´ment d’intervalle ds
2 = gµνdx
µdxν ; R = gµνRµν est
la courbure scalaire et Λ est la constante cosmologique. On remarquera que le lagrangien
d’Einstein-Hilbert est bien un scalaire conserve´ sous des transformations de coordonne´es
quelconques, ce qui est e´vident pour Λ et puisque toute trace d’un tenseur est un tel sca-
laire11.
Si la stationnarite´ de l’action d’Einstein-Hilbert (1.8) constitue le premier postulat de
la relativite´ ge´ne´rale, le second est donne´ quant a` lui par le principe d’e´quivalence fort.
La version faible de ce principe remonte a` Galile´e et Newton et stipulait l’e´quivalence
entre masse d’inertie et masse gravitationnelle. Une conse´quence bien connue de celle-ci
est l’universalite´ de l’acce´le´ration lors de la chute des corps, comme si la gravitation e´tait
tout a` la fois une proprie´te´ relie´e a` ceux-ci mais e´galement dicte´e depuis l’exte´rieur. La
proposition d’Einstein est d’e´tendre ce principe a` toutes les formes possibles de matie`re
et d’e´nergie (rayonnement e´lectromagne´tique, e´nergies nucle´aires et e´le´ments chimiques en
tout genre, etc.) en postulant qu’elles ressentent toutes le champ de gravite´ de la meˆme
manie`re. Cette prescription est indispensable pour rendre infaillible et universel le prin-
cipe de relativite´ ge´ne´ralise´ qui veut que les lois de´rivant de l’action d’Einstein-Hilbert
soient valables dans n’importe quel re´fe´rentiel et pour n’importe quelle expe´rience. Aussi,
s’il devait exister une forme de matie`re12 qui ne ressente pas de la meˆme manie`re que les
autres le champ gravitationnel, il serait possible, du moins en principe, de construire une
expe´rience l’utilisant pour mettre en de´faut l’universalite´ du principe de relativite´. Fort
11En effet,
R′ = g
′µνR′µν = g
αβ ∂x
′µ
∂xα
∂x
′ν
∂xβ
Rρσ
∂xρ
∂x′µ
∂xσ
∂x′ν
= gαβRρσδ
ρ
αδ
σ
β = R
en vertu des lois de transformations des tenseurs de rang deux.
12Par matie`re, entendez, a` l’instar d’Einstein [EIN16, ELWM52], tout champ physique qui ne soit pas
de nature purement gravitationnelle (tout sauf gµν).
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heureusement, ce principe d’e´quivalence fort n’a encore jamais failli, et a meˆme pu eˆtre
teste´ avec une pre´cision de l’ordre de 10−12 pour l’universalite´ de la chute libre (cf. [HAG02]
pour une revue sur les tests expe´rimentaux de la gravitation). Il garantit e´galement que
l’issue d’une expe´rience non gravitationnelle locale ne de´pend nullement du syste`me choisi
pour la mesurer et donc, en particulier, que nos expe´riences de physique sont insensibles
a` l’e´volution cosmologique de l’univers (immuabilite´ des constantes fondamentales). De
meˆme, aucune expe´rience ne devrait exhiber de direction privile´gie´e dans l’espace-temps
(isotropie), c’est-a`-dire qu’elles doivent bien obe´ir a` une invariance locale sous Lorentz13.
Ce second postulat se traduit mathe´matiquement par le fait que le champ gravitationnel
gµν se couple universellement et minimalement avec tous les autres champs de la phy-
sique, en remplac¸ant partout la me´trique de Minkowski de la the´orie sur espace-temps
pseudo-euclidien. Par exemple, dans le cas de l’e´lectromagne´tisme, on a que
Lem = −1
4
ηµρηνσFµνFρσ → −1
4
gµρgνσFµνFρσ·
Il n’y a donc pas de nouvelles interactions a` proprement parler entre le champ gravitation-
nel et ses autres confre`res mate´riels qui ne modifient donc pas subitement leur dynamique
parce que l’espace-temps se courbe.
Enfin, si l’invariance locale sous le groupe de Poincare´ qui constitue le principe de relati-
vite´ ge´ne´ralise´ ame`nent aux e´quations d’Einstein de la relativite´ ge´ne´rale pour le champ
gravitationnel gµν, il reste encore a` de´terminer le mouvement des corps dans cette nouvelle
me´canique. Les particules mate´rielles obe´issent simplement au principe de moindre temps
propre qui caracte´rise les trajectoires ge´ode´siques. Cependant, ces trajectoires doivent eˆtre
de´termine´es sur un espace-temps courbe, dont la me´trique gµν est solution des e´quations
d’Einstein, qui re´sultent du principe variationnel sur l’action d’Einstein-Hilbert.
Ainsi, nous avons vu comment l’imposition de syme´tries locales sur les changements de
coordonne´es dans l’espace-temps nous a conduit a` conside´rer ce dernier comme non tri-
vialement plat, puisqu’il doit satisfaire a` ses propres e´quations du champ, celles d’Ein-
stein. L’invariance locale sous Poincare´ a donc introduit un nouveau champ, celui de
me´trique gµν , qui permet d’assurer cette forte contrainte qu’est l’invariance locale sous
changements de coordonne´es. Au paragraphe suivant, nous verrons comment le principe
de jauge (syme´trie locale) s’applique aux transformations des degre´s de liberte´ internes
des champs habitant l’espace-temps et permet de de´river l’existence d’autres interactions,
comme l’e´lectromagne´tisme ou l’interaction nucle´aire faible, comme autant de conse´quences
de l’invariance locale de la the´orie.
13Toutefois, on peut e´mettre une re´serve en ce qui concerne l’interaction faible qui viole le produit
CP des ope´rations de parite´ P et de conjugaison de charge C et ainsi, en vertu du the´ore`me CPT , le
renversement du temps T (cf. [PS95]).
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2.2 Invariance de jauge abe´lienne et e´lectrodynamique scalaire
Conside´rons un champ scalaire φ complexe et montrons comment le pre´cepte d’invariance
locale sous changement de phase de ce champ conduit naturellement a` introduire le champ
e´lectromagne´tique dans la the´orie, tout en fixant univoquement sa syme´trie de jauge et son
couplage au champ mate´riel. Cette approche est analogue a` celle envisage´e habituellement
pour l’e´lectrodynamique avec des e´lectrons/positrons (spin 1/2), mais nous avons pre´fe´re´
utiliser ici un champ scalaire (spin 0) par souci de simplicite´. Le lagrangien de la the´orie
de Klein-Gordon pour le champ scalaire complexe s’e´crit
LKG = ηµν (∂µφ)∗ ∂νφ−m2φφ∗, (1.9)
ou` m est la masse du champ scalaire. L’e´quation d’Euler-Lagrange associe´e a` cette densite´
lagrangienne est l’e´quation bien connue de Klein-Gordon(
2(·) +m2(·))φ(∗) = 0 (1.10)
ou` 2(·) = ηµν∂µ∂ν(·) est l’ope´rateur d’Alembertien dans l’espace de Minkowski (relativite´
restreinte).
Le lagrangien (1.9) est manifestement invariant sous changement global de phase :
φ′ = e−iαQφ
avec α une constante et Q la charge e´lectrique (pour des raisons qui apparaˆıtront limpides
dans un instant), puisque le lagrangien est une grandeur re´elle construite a` partir du module
du champ complexe φ. Par contre, lors de la transformation locale
φ′ = e−iα(x
µ)Qφ, (1.11)
le terme de masse demeure bien invariant mais le terme cine´tique ne se tranforme plus de
manie`re covariante (i.e., comme le champ de la relation (1.11)) mais bien comme
∂µφ
′ = e−iαQ∂µφ− iQ(∂µα)e−iαQφ· (1.12)
Le terme additionnel en de´rive´e de la phase empeˆche la syme´trie locale sous changement de
phase. En vue de rendre la the´orie invariante sous de tels changements locaux, on introduit
un nouvel ope´rateur diffe´rentiel, la de´rive´e covariante de jauge, que l’on de´finit par
Dµ = ∂µ − ieAµ(xν) , (1.13)
ou` e est la constante de couplage (charge de l’e´lectron), de sorte que le champ φ et ses
de´rive´es se transforment de manie`re covariante :
D′µφ
′ = e−iαQDµφ (1.14)
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sous le changement de phase local (1.11). Recherchons la loi de transformation du champ
vectoriel correcteur Aµ qui permettra de satisfaire cette exigence. De´veloppant (1.14), on
trouve
D′µφ
′ =
(
∂µ − ie A′µ
)
φ′ = e−iαQ (∂µ − ie Aµ)φ
e−iαQ∂µφ− iQ(∂µα)e−iαQφ− ie A′µe−iαQφ = e−iαQ∂µφ− ie Aµe−iαQφ,
soit que le champ vectoriel Aµ se transforme sous changement de phase local comme
A′µ = Aµ −
Q
e
∂µα(x
ν) (1.15)
c’est-a`-dire que le champ vectoriel admet la meˆme syme´trie de jauge (aux de´rive´es d’une
fonction scalaire pre`s) que le potentiel e´lectromagne´tique ! Ainsi, l’exigence d’invariance
de la the´orie sous transformation de jauge locale implique-t-elle l’existence du champ (de
jauge) vectoriel Aµ qui garantit la syme´trie locale. Ce champ salvateur ve´hicule l’inter-
action concerne´e, qui prend ici naturellement la forme de l’e´lectromagne´tisme dont la
charge conserve´e est la charge e´lectrique. Puisque la the´orie localement invariante sous
changement de phase arbitraire fait intervenir les deux champs scalaire φ et vectoriel Aµ,
il faudra encore ajouter au lagrangien les termes cine´tiques concernant ce dernier. Ces
termes cine´tiques prennent la forme du lagrangien (1.4) avec la de´finition du tenseur du
champ vue au paragraphe pre´ce´dent, dont l’e´criture est manifestement invariante sous la
transformation de jauge de seconde espe`ce (1.15)14. Ce faisant, ce n’est plus la phase qui
devient une grandeur arbitraire de la the´orie mais bien la diffe´rence de phase.
En guise de conclusion, e´crivons tout d’abord le lagrangien final d’une the´orie invariante
sous changements de phase locaux arbitraires15
LEDS = −1
4
FµνF
µν + ηµν (Dµφ)
∗Dνφ−m2φφ∗ (1.16)
= −1
4
FµνF
µν︸ ︷︷ ︸
Lem
+ ηµν ∂µφ
∗∂νφ−m2φφ∗︸ ︷︷ ︸
LKG
+ e2AµA
µφφ∗ + eAµJ
µ︸ ︷︷ ︸
LINT
, (1.17)
ou` LINT constitue le terme d’interaction, Jµ = i (φ∗∂µφ− ∂µφ∗φ) e´tant le courant conserve´
par le the´ore`me de Nœther.
L’invariance de jauge locale entraˆıne donc les conse´quences suivantes sur la the´orie :
14A condition que la phase soit une fonction deux fois continuˆment diffe´rentiable pour obe´ir au the´ore`me
de Schwartz.
15Pour rappel,
(Dµφ)
∗
= ∂µφ
∗ + ieAµφ
∗·
16 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
• elle impose l’existence d’un champ de jauge qui est vectoriel sous Lorentz. Ce champ est
de masse strictement nulle, car un terme massif de la forme m2AAµA
µ, avec mA une
constante, briserait manifestement l’invariance de jauge.
• elle fixe univoquement la dynamique de l’interaction entre le champ de jauge et
le(s) champ(s) mate´riel(s). La forme de ce terme de couplage de´pend de la syme´trie
interne concerne´e et du spin de la particule en interaction avec le champ de jauge16
mais en toute ge´ne´ralite´ le champ de jauge se couple directement au courant conserve´
(couplage minimal). Dans le cas de l’e´lectrodynamique scalaire, le terme d’interaction
comprend deux contributions : (a) le couplage au quadri-courant conserve´ (premier ordre
en la constante de couplage) et (b) le couplage du second ordre en AµA
µ qui constitue
ainsi une pure pre´diction du principe d’invariance de jauge propre au cas scalaire (cf.
[GOV95]).
16Par exemple, dans le cas de l’e´lectrodynamique des spineurs, le couplage est de la forme eψ¯γµψAµ,
avec ψ le spineur et ψ¯ son spineur adjoint, γµ e´tant une matrice de Dirac.
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2.3 Mode`le de Higgs et brisure spontane´e d’une syme´trie de
jauge
A partir du lagrangien de l’e´lectrodynamique scalaire, il est possible de construire le mode`le
de Higgs, qui est utilise´ dans le mode`le standard des particules e´le´mentaires en vue de
briser de manie`re perturbative l’invariance de jauge locale sous le groupe17 SUL(2)×UY (1)
de l’interaction e´lectrofaible18. Un mode`le de lagrangien associe´ au me´canisme de Higgs
est celui du champ scalaire complexe (donc charge´) du paragraphe pre´ce´dent affuble´ du
potentiel de self-interaction quartique V (φ) = µ2|φ|2+λ|φ|4 (potentiel de Landau-Ginzburg
des transitions de phase du second-ordre, cf. [PS95]), c’est-a`-dire
LHiggs = −1
4
FµνF
µν + ηµν (Dµφ)
∗Dνφ− µ2|φ|2 − λ|φ|4· (1.18)
Voyons comment ce mode`le peut eˆtre utilise´ pour caracte´riser une brisure spontane´e de la
syme´trie de jauge. Choisissons tout d’abord le parame`tre µ2 ne´gatif (masse ne´gative) et λ
positif. Le potentiel re´sultant est repre´sente´ a` la Figure 1.1. Avec ce choix particulier de
parame`tres, l’e´tat φ = 0 ne correspond plus qu’a` un maximum local du potentiel de self-
interaction : il s’agit d’un e´tat de faux vide (valeur nulle du champ mais qui ne minimise
pas l’e´nergie). Le vrai vide, quant a` lui, est situe´ a` une valeur de la norme du champ e´gale
a`
|φ| =
√
2
2
v, v =
√
−µ2
λ
· (1.19)
Le vide de la the´orie est donc de´ge´ne´re´ sous la syme´trie de jauge de changement de phase,
qui se retrouve donc brise´e spontane´ment. En effet, l’e´volution dynamique du syste`me va
le faire transiter vers un des e´tats vides de la the´orie, stable sous perturbation, mais non
univoquement spe´cifie´ par la syme´trie. Cependant, la valeur moyenne du champ scalaire
dans cet e´tat n’est pas nulle de sorte que la syme´trie de phase est brise´e spontane´ment.
Ainsi, le choix de l’e´tat final du syste`me viole la syme´trie de phase, bien que l’ensemble des
e´tats finaux possibles obe´isse toujours a` celle-ci. Voyons comment la brisure de la syme´trie
de phase se manifeste au niveau du lagrangien en de´veloppant celui-ci autour du vrai vide
(1.19). De´composons le champ scalaire de la manie`re suivante
φ =
√
2
2
eiξ(x
µ)/v (ρ(xµ) + v) (1.20)
17Le groupe SU(2) est le groupe des matrices unitaires de dimension 2× 2 (U(2)) de l’espace vectoriel
C2, dont le de´terminant est e´gal a` +1 (d’ou` le S pour spe´cial). Ce groupe est le recouvrement universel
de celui des matrices orthogonales de dimension 3× 3 et de de´terminant e´gal a` +1, les rotations, baptise´
SO(3) (cf. [JON98]). Le groupe U(1) est alors le groupe des matrices unitaires carre´es de dimension 1
agissant sur le corps des complexes, c’est-a`-dire les changements de phase.
18L’indice L indique que le groupe SU(2) concerne les doublets d’isospin de leptons et de quarks gauches
alors que l’indice Y de´signe que la charge conserve´e associe´e a` la syme´trie U(1) abe´lienne est l’hypercharge,
donne´e par la formule de Gell-Mann et Nishijima Q = T3+
Y
2 , avec Q la charge e´lectrique et T3 la troisie`me
composante de l’isospin faible (cf. [GOV95]).
18 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
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Figure 1.1 – Potentiel quartique du mode`le de Higgs abe´lien (1.18)
avec v, la valeur moyenne dans le vide du champ φ, telle que donne´e a` la relation (1.19)
et ρ(xν) un champ scalaire re´el (neutre). Effectuons alors les transformations de jauge de
premie`re et seconde espe`ces suivantes
φ′(xµ) = e−iα(x
µ)φ(xµ)
A′µ(x
ν) = Aµ(x
ν) +
1
e
∂µα(x
ν)
avec
α(xν) =
1
v
ξ(xν)·
Ceci nous ame`ne a` la configuration suivante des champs
φ′(xµ) =
√
2
2
(ρ(xν) + v)
A′µ(x
ν) = Aµ(x
ν) +
1
ev
∂µξ(x
ν)
et ainsi, graˆce a` l’invariance de jauge, on peut re´e´crire le lagrangien en termes des champs
prime´s :
LHiggs = −1
4
F ′µνF
′µν+
1
2
(
∂µρ− ieA′µ(ρ + v)
) (
∂µρ+ ieA
′µ(ρ+ v)
)
−µ
2
2
(ρ+v)2−λ
4
(ρ+v)4·
(1.21)
Ainsi, il apparaˆıt conse´cutivement a` la brisure de syme´trie un champ scalaire neutre re´siduel
ρ(xµ), appele´ le scalaire de Higgs, de masse m =
√
−2µ2 et un champ vectoriel massif
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de masse au carre´ e´gale a` e2v2, qui te´moigne de la brisure spontane´e de l’invariance sous
changement de phase de la the´orie. Toutefois, cette syme´trie reste re´alise´e de manie`re non
line´aire en agissant sur l’ensemble des champs du mode`le de Higgs de la manie`re suivante
ρ′(xµ) = ρ(xµ), ξ′(xµ) = ξ(xµ) + vα(xµ), A′µ(x
ν) = Aµ(x
ν)− 1
e
∂µα(x
ν)·
Ainsi, meˆme si la syme´trie est brise´e spontane´ment par l’existence de plusieurs e´tats vides
de´ge´ne´re´s (et le choix arbitraire d’un de ceux-ci), la the´orie demeure invariante sous chan-
gement de phase, a` condition d’effectuer les transformations de jauge ad hoc. L’invariance
de jauge consiste a` transformer les uns dans les autres les diffe´rents vides de la the´orie sans
pouvoir les diffe´rencier.
Ce processus e´legant de brisure spontane´e de la syme´trie, de´veloppe´ par Higgs, Kibble,
Guralnik, Hagen, Brout et Englert (et connu sous le nom de me´canisme de Higgs) de-
meure vrai dans des cas plus ge´ne´raux que celui de la simple syme´trie de phase du champ
scalaire, en particulier, une version plus sophistique´e permet d’expliquer le spectre de masse
des bosons W± et Z0 ve´hiculant l’interaction faible. En effet, la brisure de la syme´trie est
essentielle pour concilier l’invariance de jauge, qui impose une masse strictement nulle aux
bosons interme´diaires, et la porte´e minuscule (de l’ordre de 10−15m) de l’interaction faible.
En devenant massifs par l’interme´diaire du me´canisme de Higgs, ces bosons deviennent
virtuels et l’interaction qui leur est associe´e est alors peu probable car a` tre`s courte porte´e.
L’inte´reˆt d’introduire ici un tel mode`le est qu’il permet en partie de justifier une e´tude
classique de l’interaction faible couple´e a` la gravitation. En effet, au-dessus de l’e´chelle
e´nerge´tique de brisure de syme´trie19, le vrai vide devient l’e´tat φ = 0 qui n’est plus de´ge´ne´re´
sous la syme´trie de sorte que celle-ci ne soit plus brise´e et que les champs vectoriels qui la
me´dient soient bien sans masse. Ainsi, a` en croire le me´canisme de Higgs, on obtiendrait
une interaction de jauge non abe´lienne de´rivant du groupe SU(2) a` porte´e infinie en grim-
pant suffisamment dans les e´nergies. Dans le cadre du mode`le standard du Big Bang, ceci
correspond a` une e´poque particulie`rement chaude de l’univers primordial, comme nous le
verrons par apre`s.
Par ailleurs, nous verrons au chapitre 2 comment les conditions de syme´trie sur les champs
de Yang-Mills re´duisent le lagrangien de ces interactions a` un parent proche du mode`le de
Higgs abe´lien (1.18) de cette section, mais en deux dimensions.
Enfin, ce mode`le de Higgs (1.18) d’un champ scalaire invariant de jauge qui interagit avec
19On notera toutefois que les coefficients µ et λ qui caracte´risent le potentiel de Landau-Ginzburg sont
suppose´s eˆtre des fonctions de l’e´nergie, de sorte que le potentiel soit convexe au-dessus d’une certaine
e´nergie (tempe´rature) critique.
20 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
lui-meˆme de fac¸on quartique est a` la base de la the´orie effective de la supraconducti-
vite´ de´veloppe´e par Landau et Ginzburg. Le champ scalaire y repre´sente la densite´ locale
de paires de Cooper dont l’absence devient un faux vide lorsque la tempe´rature descend en
dessous de sa valeur critique. Le me´canisme de brisure spontane´e de la syme´trie de phase
lors de la formation de paires de Cooper dans un des e´tats de´ge´ne´re´s du vide entraˆıne alors
que le photon acquiert une masse non nulle (inverse´ment proportionnelle a` la longueur de
pe´ne´tration de London), expliquant du meˆme coup l’effet Meissner d’expulsion d’un champ
e´lectromagne´tique externe.
2.4 Invariance de jauge non abe´lienne et the´orie de Yang-Mills
des interactions nucle´aires
Dans les deux paragraphes pre´ce´dents, nous avons e´tudie´ l’invariance de jauge de cette
syme´trie abe´lienne (commutative) qu’est le changement de phase. Nous allons ici ge´ne´raliser
cette e´tude a` des classes plus ge´ne´rales de transformations internes des champs. Mais aupa-
ravant, il convient de donner quelques notions (nullement exhaustives) au sujet des groupes
de Lie (cf. [JON98, DEL97] pour une introduction ge´ne´rale).
Conside´rons un groupe de transformations continues, appele´ e´galement groupe de Lie.
Soit M, la repre´sentation d’un e´le´ment du groupe, continuˆment connexe a` l’identite´, agis-
sant sur les e´le´ments d’un espace vectoriel de repre´sentation. Elle peut s’e´crire comme
l’exponentielle d’une combinaison line´aire de transformations e´le´mentaires ge´ne´ratrices
M = e−iθaTa, (1.22)
ou` les Ta sont appele´s les ge´ne´rateurs infinite´simaux du groupe de transformations
continues. Ces ge´ne´rateurs infinite´simaux forment eux-meˆmes une repre´sentation du groupe,
la repre´sentation adjointe. L’alge`bre de Lie g associe´e au groupe G est un ensemble de
ge´ne´rateurs ferme´ sous la commutation :
[Ta, Tb] = if
c
ab
Tc ; a, b, c = 1, · · · , N (1.23)
ou` les f c
ab
sont appele´s les constantes de structure du groupe et ou` N est la dimension de
l’alge`bre de Lie20. La repre´sentation adjointe se construit de`s lors comme suit : choisissons
20A proprement parler, le produit de Lie [A,B] n’est pas ne´cessairement un commutateur d’ope´rateurs
mais un produit de´fini dans l’alge`bre de Lie ve´rifiant l’identite´ de Jacobi
[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0
qui est effectivement satisfaite dans le cas d’un commutateur mais e´galement dans le cas des crochets de
Poisson de la me´canique hamiltonienne, par exemple. C’est cette identite´ qui fait d’une alge`bre une alge`bre
de Lie.
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un ge´ne´rateur Ta de l’alge`bre de Lie g, alors un e´le´ment quelconque Tb de l’alge`bre est
envoye´ par l’interme´diaire de son commutateur avec le ge´ne´rateur fixe´ sur une combinaison
line´aire des ge´ne´rateurs, tout en pre´servant la structure du groupe (et son alge`bre de Lie).
La repre´sentation A ainsi obtenue est la repre´sentation adjointe,
RA : Ta → RA(Ta) = [Ta, (·)] : Tb → [Ta, Tb] = if cabTc·
dont les e´le´ments matriciels sont pre´cise´ment les constantes de structure de l’alge`bre (mul-
tiplie´es par i) :
(RA(Ta))
c
b
= if c
ab
·
On notera que jusqu’a` pre´sent les constantes de structure f c
ab
sont seulement antisyme´triques
sur les indices covariants a et b. En vue de les rendre comple`tement antisyme´triques et de
de´finir une me´trique permettant de lever et descendre les indices du groupe, on introduit la
forme de Killing, c’est-a`-dire un produit scalaire sur la repre´sentation adjointe de l’alge`bre
g :
(A, B) = Tr (RA(A) ·RA(B)) = TrA(A ·B), (1.24)
c’est-a`-dire la trace sur les matrices repre´sentant les e´le´ments A et B du groupe dans la
repre´sentation adjointe. Appliquant la forme de Killing aux ge´ne´rateurs eux-meˆmes, on
obtient la me´trique de Cartan pour le groupe de Lie
gab = TrA(TaTb) = −fdacf cbd·
On peut de`s lors de´finir les constantes de structure comple`tement antisyme´triques en abais-
sant l’indice c a` l’aide de la me´trique de Cartan
fabc = gdcf
d
ab
·
Graˆce a` ces notions fondamentales, la syme´trie de changement de phase vue aux para-
graphes pre´ce´dents est celle du groupe de Lie abe´lien U(1) dont l’alge`bre de Lie triviale se
rame`ne a` l’axe des re´els (u(1) ≈ R). En effet, la transformation de jauge de premie`re espe`ce
φ′(xµ) = e−iQα(x
µ)φ(xµ) s’e´crit bien comme un ope´rateur ge´ne´rique de U(1) fourni par ex-
ponentiation de son ge´ne´rateur Q ∈ R. Quant a` la transformation de jauge de seconde
espe`ce (1.15), il est clair qu’elle peut se re´e´crire
A′µ(x
ν) = U(xν)AµU
−1(xν)− i
e
(∂µU(x
ν))U−1(xν), (1.25)
avec U(xν) = exp (−iα(xν)Q) une transformation quelconque dans U(1).
Nous allons a` pre´sent ge´ne´raliser l’invariance de jauge abe´lienne au cas d’un groupe non
abe´lien de transformations sur les champs. Supposons que les champs φi(x
µ) qui consti-
tuent une certaine the´orie physique soient des scalaires sous transformations externes de
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l’espace-temps et qu’ils engendrent une repre´sentation R d’un groupe de syme´trie G en
se transformant sous R au sein de l’espace interne (de repre´sentation) dans lequel ils
prennent leurs valeurs. Notons par g l’alge`bre de Lie du groupe G, donne´e explicitement
par les relations de commutation (1.23). Une transformation quelconque g dans l’espace in-
terne est obtenue par exponentiation des ge´ne´rateurs infinite´simaux dans la repre´sentation
engendre´e par les φ : g(xµ) = exp (−iθa(xµ)Ta), ou` les θa sont les parame`tres de la trans-
formation21.
Si l’on effectue la transformation de jauge de premie`re espe`ce
φ¯′(xµ) = e−iθ
a(xµ)Taφ¯(xµ) (1.26)
sur l’ensemble φ¯ des champs mate´riels, les termes de masse et de potentiel dans le lagrangien
qui sont des scalaires sous Lorentz et sous le groupe G par construction demeurent inva-
riants mais pas les termes cine´tiques en ∂µφi. Ici encore, nous rechercherons une de´rive´e
covariante de jauge telle que Dµφ¯ se transforme comme le champ φ¯, selon (1.26). Ecri-
vons, comme au paragraphe 2.2,
Dµ = I∂µ − igcAµ, (1.27)
ou` Dµ appartient a` la repre´sentation R du groupe, ou` I est l’ope´rateur identite´ dans
l’espace de repre´sentation et ou` gc est la constante de couplage de jauge. Pour ce faire,
il est impe´ratif que le champ vectoriel correcteur Aµ appartienne a` la repre´sentation du
groupe. Nous de´velopperons donc le terme correctif le long des ge´ne´rateurs infinite´simaux
de la syme´trie :
Aµ = A
a
µTa, (1.28)
ou` les Aaµ sont les champs de jauge (ou potentiels de jauge, ou encore champ de
Yang-Mills). Il y a donc autant de champs de jauge que de ge´ne´rateurs de la syme´trie, et
ils se transforment dans la repre´sentation adjointe de celle-ci, puisque le champ vectoriel
Aµ est a` valeurs dans l’alge`bre de Lie g. Ce champ vectoriel doit corriger le terme cine´tique
violant l’invariance de jauge, c’est-a`-dire
∂µφ¯
′ = ∂µ
(
e−iθ
aTa
φ¯(xµ)
)
= e−iθ
aTa
(∂µ − i∂µθaTa) φ¯(xµ)
ce qui montre a` nouveau que le champ de jauge, relie´ aux de´rive´es des parame`tres θa doit
se transformer dans la repre´sentation adjointe du groupe de jauge. Si nous imposons la
covariance des de´rive´es, i.e.
D′µφ¯
′(xµ) = e−iθ
aTaDµφ¯(x
µ),
21Dans le cas du groupe des rotations SO(3), les parame`tres, au nombre de trois, s’identifient aux angles
d’Euler.
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on peut montrer que la transformation de jauge de seconde espe`ce qui affecte le champ de
jauge s’e´crit
A′µ(x
ν) = U(θa)AµU
−1(θa)− i
gc
(∂µU(θ
a))U−1(θa)· (1.29)
Pour une transformation infinite´simale (θa  1), on peut obtenir aise´ment une version
line´arise´e de (1.29) :
A
′a
µ = A
a
µ + f
a
bc
θbAcµ −
1
gc
∂µθ
a· (1.30)
Ainsi, lors d’une transformation locale U(θa) du groupe G, le champ vectoriel qui propage
l’interaction est tourne´ (premier terme du membre de droite de (1.29)), trahissant le fait
qu’il ne se transforme pas de manie`re triviale sous le groupe, et translate´ (second terme
du membre de droite de (1.29)). Il apparaˆıt clairement dans l’e´criture line´arise´e (1.30) que
les champs de jauge ne sont plus invariants sous transformation de jauge de`s lors que les
constantes de structure associe´es sont non identiquement nulles, c’est-a`-dire de`s lors que
le groupe de jauge est non abe´lien. Ceci demeure vrai meˆme dans le cas d’une syme´trie
globale (θa = cte). Le fait que la transformation de jauge de seconde espe`ce infinite´simale
me´lange les champs de jauge en faisant intervenir les constantes de structure du groupe
montre bien que les champs appartiennent a` la repre´sentation adjointe du groupe. Il y aura
donc autant de champs vectoriels me´diateurs de l’interaction concerne´e que la dimension
de l’alge`bre de Lie du groupe de jauge.
L’invariance de jauge locale sous une syme´trie non abe´lienne impose donc l’existence de
plusieurs champs de jauge, de spin unite´, charge´s de re´pandre l’invariance de jauge
locale aux quatre coins de l’espace-temps. De plus, comme ils se transforment non tri-
vialement sous le groupe (ils appartiennent a` la repre´sentation adjointe), ils posse`deront
une “charge” sous le groupe (ils ne sont pas neutres vis-a`-vis de l’interaction qu’ils trans-
portent).
Cependant, il faut encore ajouter a` la the´orie le terme cine´tique de jauge pure LY M .
Ce terme doit se transformer comme un scalaire, a` la fois sous le groupe de Poincare´ et
sous le groupe G d’isome´tries, tout en e´tant une fonction des de´rive´es — covariantes —
des potentiels de jauge (terme cine´tique). En se basant sur le cas abe´lien du paragraphe
2.2, on construira un tenseur antisyme´trique de rang deux Fµν dont la contraction four-
nira la densite´ lagrangienne recherche´e. Toutes ces proprie´te´s peuvent eˆtre rassemble´es en
construisant l’objet de´sire´ a` partir du commutateur des de´rive´es covariantes de jauge, en
posant :
igc Fµνψ = − [Dµ, Dν]ψ, (1.31)
ou` ψ est une fonction scalaire test, purement arbitraire mais deux fois continuˆment diffe´ren-
tiable. En de´veloppant (1.31), on montre sans difficulte´ que les composantes du tenseur du
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champ de Yang-Mills s’e´crivent
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − igc [Aµ, Aν] , (1.32)
ou encore, en de´veloppant le long des ge´ne´rateurs Ta de l’alge`bre de Lie :
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gc fabcAbµAcν · (1.33)
Par construction, le tenseur Fµν du champ de Yang-Mills se transforme de manie`re cova-
riante sous transformation de jauge,
F ′µν(x
ρ) = U−1(θa(xρ))Fµν(x
ρ)U(θa(xρ))
et, de ce fait, prend e´galement ses valeurs dans la repre´sentation adjointe du groupe.
En examinant (1.33) de plus pre`s, on constate que les champs de Yang-Mills Aaµ inter-
agissent entre eux, signe qu’ils ne sont pas neutres sous l’interaction de jauge et qu’ils
transportent, tout comme les champs mate´riels, les charges conserve´es de la the´orie de jauge
non abe´lienne. Cette dernie`re est donc foncie`rement non line´aire et, a` la diffe´rence de sa
consœur abe´lienne qu’est l’e´lectromagne´tisme, elle n’a pas besoin des champs de matie`re
pour exister (puisque les bosons ne sont pas neutres sous l’interaction). De meˆme, une
autre proprie´te´ remarquable de ces the´ories est l’universalite´ de l’interaction de jauge, ca-
racte´rise´e par l’unique constante de couplage gc pour chaque groupe G de syme´tries internes
des champs mate´riels. Les proprie´te´s des interactions de jauge se retrouvent entie`rement
de´termine´es par la structure alge´brique de la syme´trie, incarne´e par ses constantes de struc-
ture.
Le lagrangien regroupant les termes cine´tiques du champ de Yang-Mills s’obtient tout
simplement en contractant sur tous les indices, a` l’instar du cas e´lectromagne´tique abe´lien :
LY M = −1
4
F aµνF
µν
a
· (1.34)
Ce lagrangien est a` ajouter aux termes mate´riels, dans lesquels on aura pris soin de
remplacer les de´rive´es usuelles par les nouvelles de´rive´es covariantes, en vue d’obtenir la
the´orie finale, regroupant matie`re et interaction, invariante sous tranformations de jauge
non abe´liennes locales arbitraires.
Ici encore, et comme dans le cas abe´lien de l’e´lectromagne´tisme, la syme´trie de jauge
prote`ge la masse des champs de Yang-Mills puisqu’un terme de masse en M 2
ab
AaµA
µb vio-
lerait manifestement la the´orie. Ainsi, on devra recourir a` un me´canisme exte´rieur, par
exemple celui de brisure spontane´e de la syme´trie de jauge, si on veut re´concilier ce fait
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avec la courte porte´e des interactions de jauge, notamment nucle´aires22.
Les the´ories de jauge non abe´liennes constituent l’un des plus grands succe`s (si pas
le plus grand) de la physique the´orique. Historiquement, Yang et Mills [YM54] furent les
premiers a` proposer une ge´ne´ralisation non abe´lienne au cas du groupe de jauge SU(2) de
la the´orie des champs. Leur ide´e e´tait de “jauger” la syme´trie sous rotation dans l’espace
d’isospin des particules. En effet, Heisenberg avait introduit le spin isotopique en 1932 pour
tenter de caracte´riser les interactions nucle´aires dans le noyau. La proximite´ de la masse
du proton (mp ≈ 938 MeV/c2) et celle du neutron (mn ≈ 939MeV/c2) laisse a` penser
qu’ils pourraient constituer les deux e´tats quantiques possibles d’une meˆme particule, le
nucle´on.
Les interactions nucle´aires ne feraient ainsi nullement la distinction entre proton et neutron,
et il convenait donc de rechercher une the´orie physique qui laisse arbitraire la de´finition des
e´tats protons et neutrons (cette the´orie ne tient ainsi pas compte de l’e´lectromagne´tisme).
Le proton et le neutron se transformant l’un dans l’autre sous l’action des interactions
nucle´aires, on peut identifier le nucle´on au doublet
ψN =

 n
p

 (1.35)
c’est-a`-dire que le nucle´on se transforme comme une repre´sentation irre´ductible de dimen-
sion deux (un spineur) sous le groupe des rotations SO(3) localement isomorphe a` SU(2)
qui est le groupe de spin associe´ a` R3. Par le the´ore`me de Nœther, il existe donc un en-
semble de trois valeurs conserve´es par un changement global de la de´finition de proton ou
de neutron, ces grandeurs forment un vecteur : le spin isotopique (ou isospin). Le nucle´on
constitue de`s lors une particule d’isospin demi-entier. La conservation du spin isotopique
correspond alors a` l’exigence d’invariance des interactions nucle´aires sous rotation globale
de l’isospin de sorte que la distinction entre proton et neutron est une pure question de
convention, interactions e´lectromagne´tiques mises a` part.
Cependant, la diffe´rence de masse entre le proton et le neutron ne s’explique pas par leur
diffe´rence de charge e´lectrique (auquel cas le proton euˆt e´te´ plus lourd que son comparse
neutre), mais bien par leurs structures internes diffe´rentes. En effet, le neutron est constitue´
22Il est important de faire remarquer que le me´canisme perturbatif de Higgs pre´sente´ ici n’est pas le seul
me´canisme possible. Il n’intervient d’ailleurs dans le mode`le standard des particules e´le´mentaires que pour
expliquer la faible porte´e de l’interaction faible. Le cas de l’interaction forte est plus complexe puisque la
courte porte´e est a` relier au me´canisme de confinement de la couleur, une proprie´te´ due aux couplages
des bosons de l’interaction forte — les gluons — entre eux et a` l’intensite´ de la constante de couplage (cf.
[PS95]).
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par un triplet de quarks (u, d, d), alors que le proton se compose du triplet (u, u, d). La
diffe´rence des masses des quarks up u et down d (md > mu), ainsi que la brisure de la
syme´trie chirale en chromodynamique quantique explique la diffe´rence de masse de ces
e´tats lie´s que sont le proton et le neutron. La diffe´rence des masses des quarks est elle-
meˆme un sujet e´pineux puisqu’elle est englobe´e dans le proble`me ge´ne´ral de la hie´rarchie
des masses dans le mode`le standard des particules e´le´mentaires.
Toutefois, cette conservation globale de l’isospin ne s’accomode gue`re du souhait d’une
the´orie covariante locale de l’espace-temps, c’est pourquoi Yang et Mills “jauge`rent” l’in-
variance sous rotation du spin isotopique. Il en re´sulte une the´orie de jauge non abe´lienne
de´rivant du groupe SU(2), recouvrement universel du groupe des rotations SO(3) (cf.
[JON98]). Ce faisant, c’est l’orientation relative de l’isospin entre deux points de l’espace-
temps qui devenait une grandeur purement arbitraire.
Bien que la the´orie de Yang-Mills avec le groupe SU(2) ait e´volue´ avec les de´couvertes
sensationnelles en physique des particules e´le´mentaires qui ont suivi leur article fonda-
teur de 1954, elle demeure toujours la base fondamentale du mode`le standard des parti-
cules e´le´mentaires. En effet, elle entre dans la construction de la the´orie e´lectrofaible23 de
Weinberg, Glashow et Salaam, qui explique les interactions entre doublets (gauches) de
leptons et de quarks24. En vertu du succe`s sans pre´ce´dent rencontre´ par cette approche
d’invariance de jauge non abe´lienne, Yang et Mills ont laisse´ leur nom a` la formulation
ge´ne´rale pour une syme´trie quelconque. Un autre cas tre`s ce´le`bre en physique, avec celui
de l’e´lectromagne´tisme et de l’interaction faible, est celui de la chromodynamique qui dicte
le comportement des quarks sous l’interaction forte, et qui est une the´orie de jauge avec le
groupe SU(3).
Dans le cadre de ce travail de the`se, nous couplerons la the´orie de Yang-Mills avec le
groupe SU(2) a` la gravitation en vue d’e´tudier l’instabilite´ gravitationnelle de ces champs
de jauge. Nous pre´sentons au paragraphe 4 une motivation cosmologique de cette e´tude.
23Dont le groupe de jauge est le groupe de Lie semi-simple SU(2)× U(1).
24En regroupant les particules par familles, les doublets sont : l’e´lectron et son neutrino e´lectronique, le
muon et son neutrino, le τ et son neutrino, les quarks up et down (u,d), les quarks strange et charmed
(s,c) et les quarks top et bottom (b,t).
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3 Invariance d’e´chelle et invariance conforme en the´orie
classique des champs
Dans ce paragraphe, nous introduisons une notion qui se re´ve`lera de premie`re importance
dans le processus d’instabilite´ gravitationnelle des champs : l’invariance conforme. Nous
renverrons le lecteur a` la re´fe´rence [FEL81] pour une introduction plus approfondie.
Par transformation conforme, on entend toute transformation qui pre´serve les angles entre
deux vecteurs quelconques de l’espace tangent d’une varie´te´ diffe´rentiable riemanienne.
Dans le cas de varie´te´s pseudo-riemaniennes telles que l’espace-temps R1,3, les angles ne sont
plus des notions aussi bien de´finies que dans leurs homologues riemaniennes. Il en re´sulte
qu’ils ne constituent plus une notion ade´quate pour de´finir une transformation conforme.
Ainsi, une transformation conforme conservera la structure du coˆne de lumie`re, c’est-
a`-dire l’ensemble des vecteurs (non identiquement nuls) de norme nulle. Par exemple, des
vecteurs aµ de genre espace (aµaµ > 0) sont envoye´s par transformation conforme sur
d’autres vecteurs de genre espace, des vecteurs aµ de genre temps (aµaµ < 0) sur d’autres
vecteurs de genre temps et des vecteurs nuls aµaµ = 0 sont envoye´s sur des vecteurs nuls
25.
Concre`tement, les transformations conformes se traduisent par un changement d’e´chelle
de la me´trique :
gµν → Ω2(xµ)gµν , (1.36)
avec Ω2(xµ) une fonction scalaire arbitraire mais positive, appele´e le facteur conforme.
Ainsi, les isome´tries, transformations qui pre´servent la me´trique, sont des transformations
conformes de facteur conforme e´gal a` l’unite´. De manie`re ge´ne´rale, les transformations
conformes forment un groupe, le groupe conforme qui inclut les transformations sui-
vantes :
• les dilatations, dont l’effet sur les coordonne´es est le suivant
yµ = λxµ,
ou` λ est un parame`tre re´el quelconque ;
• les inversions
yµ =
xµ
xνxν
;
25Le lecteur alerte aura soin de prendre garde a` notre convention de signature de me´trique (−,+,+,+).
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• les transformations du groupe de Poincare´ des isome´tries de l’espace-temps
yµ = Λµνx
ν + aµ
avec Λ une transformation de Lorentz ;
• et les transformations conformes spe´ciales,
yµ =
xµ + xνxνa
µ
1 + 2aνxν + aνaνxρxρ
,
c’est-a`-dire qu’une transformation conforme spe´ciale C est la compose´e C = IT I avec I
une inversion et T une translation.
Il convient de faire remarquer que les transformations conformes admettent des points
singuliers, par exemple les vecteurs appartenant au coˆne de lumie`re qui constituent les
singularite´s des inversions et qui sont renvoye´s a` l’infini par celles-ci. De ce fait, le de´faut
le plus marquant des transformations conformes dans un espace pseudo-euclidien tel que
l’espace-temps est qu’elles n’agissent pas comme des transformations line´aires, au contraire
des isome´tries. Cependant, il est possible de ge´ne´rer les transformations conformes a` par-
tir de transformations line´aires dans un espace de dimension plus e´leve´e (cf. [FEL81], §
10.4). Ainsi, le groupe conforme C(1, 3), qui reprend les transformations conformes de
l’espace-temps de Minkowski R1,3, est isomorphe au groupe O(2, 4) des transformations
orthogonales de la varie´te´ pseudo-riemanienne R2,4.
Examinons a` pre´sent l’invariance d’e´chelle des the´ories du champ scalaire et vectoriel,
dans un espace de Minkowski a` n dimensions. Une transformation d’e´chelle, ou dilatation
D, agit sur les coordonne´es de la manie`re suivante :
D(xµ) = λxµ
(µ = 0, . . . , n− 1). Sous cette dilatation, un champ scalaire se transforme comme
Dφ(xµ) = φ(
xµ
λ
)
et un champ vectoriel comme
DAµ(x
ν) =
1
λ
Aµ(
xν
λ
),
de sorte que la 1-forme dont ce champ constitue les composantes se transforme comme
A = Aµ(
xν
λ
)dxµ·
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L’action ainsi transforme´e sous dilatation s’e´crit, pour le champ scalaire (Ω est le domaine
d’inte´gration),
SD(Ω)[Dφ] =
∫
y∈λΩ
L
[
Dφ(yµ);
∂Dφ(yν)
∂yµ
]
dny
=
∫
y∈λΩ
L
[
φ(
yµ
λ
);
∂φ(y
ν
λ
)
∂yµ
]
dny,
ou encore, en effectuant le changement de variables yµ = λxµ,
SD(Ω)[Dφ] =
∫
Ω
L
[
φ(xµ);
1
λ
∂φ(xν)
∂xµ
]
λndnx·
Ainsi, une transformation d’e´chelle est une syme´trie a` condition que
λnL
[
φ(xµ);
1
λ
∂φ(xν)
∂xµ
]
= L
[
φ(xµ);
∂φ(xν)
∂xµ
]
· (1.37)
Pour le lagrangien de Klein-Gordon (1.9), la the´orie n’est invariante d’e´chelle que pour des
espaces de dimension e´gale a` 2, et a` condition que le champ soit libre, c’est-a`-dire que son
potentiel d’interaction soit identiquement nul.
Combinons a` pre´sent la transformation d’e´chelle ci-dessus avec la transformation interne
suivante :
φ(xµ) → λ−dφ(xµ),
ou` d est un scalaire re´el, appele´ la dimension d’e´chelle du champ concerne´. L’action
ainsi soumise a` la dilatation et a` la transformation interne ci-dessus s’e´crit :
SD(Ω)[λ
−dDφ] =
∫
Ω
L
[
λ−dφ(xµ);λ−d−1∂µφ(x
ν)
]
λndnx,
de sorte que la condition d’invariance de la the´orie sous la combinaison d’une dilatation et
d’une transformation interne s’e´crive a` pre´sent :
λnL
[
λ−dφ(xµ);λ−d−1∂µφ(x
ν)
]
= L [φ(xµ); ∂µφ(x
ν)] · (1.38)
Le terme potentiel mis a` part, la the´orie est donc invariante d’e´chelle, avec un terme
cine´tique quadratique, avec la valeur suivante de la dimension d’e´chelle :
d =
n− 2
2
·
En ce qui concerne le potentiel, il conviendra de remarquer qu’un terme de masse (qua-
dratique en φ) n’est jamais compatible avec l’invariance d’e´chelle de la the´orie, alors qu’un
terme quartique est compatible en dimension 4 (cf. [FEL81]).
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Nous pouvons proce´der au meˆme raisonnement pour le champ vectoriel (abe´lien ou non)
soumis a` la fois a` une dilatation et a` une transformation interne Aµ → λ−dAµ, et de´duire
la condition suivante d’invariance d’e´chelle de ce champ :
λnL
[
λ−d−1Aµ(x
ν);λ−d−2∂µAν(x
ρ)
]
= L [Aµ(x
ν); ∂µAν(x
ρ)] , (1.39)
ou` L = −1
4
FµνF
µν. La dimension d’e´chelle du champ vectoriel vaut alors
d =
n− 4
2
·
Ici encore, on peut ve´rifier qu’un terme de masse en AµA
µ ne permettrait jamais de sa-
tisfaire la condition d’invariance d’e´chelle, tout comme il viole assure´ment l’invariance de
jauge. En ge´ne´ral, une the´orie sera invariante d’e´chelle si elle ne contient aucun
terme de masse.
Nous pouvons a` pre´sent ge´ne´raliser notre propos a` un espace quelconque, non ne´cessairement
plat, et aux transformations conformes plus ge´ne´rales que les simples dilatations vues au-
paravant. Supposons la transformation conforme (1.36) et les transformations internes
suivantes des champs scalaires libres et vectoriels
φ(xµ) → Ω−d(xµ)φ(xµ)
Aµ(x
ν) → Ω−d−1(xν)Aµ(xν)·
On peut alors montrer que la condition d’invariance conforme du champ scalaire se rame`ne
aux e´quations suivantes (cf. [FEL81]) :
1√−g∂µ
(√−g gµν∂ν ln Ω) = 2− n
2
gµν∂µ ln Ω∂ν ln Ω· (1.40)
Cette condition est loin d’eˆtre triviale dans le cas ge´ne´ral, mais elle demeure toutefois
ve´rifie´e pour toute transformation conforme dans un espace minkowskien plat tel que√−g = 1 et gµν = ηµν (cf. [FEL81]). Par contre, les the´ories scalaires libres ne sont
pas conforme´ment invariantes dans un espace courbe, du moins si on conside`re le
terme cine´tique quadratique usuel.
Dans le cas d’un champ vectoriel, le terme cine´tique se transforme comme (cf. [FEL81]) :
−1
4
FµνF
µν → −1
4
FµνF
µν
−n− 4
8
{
4F µνAµ∂ν ln Ω + (n− 4)
[
gαβAµA
µ − AαAβ] ∂α ln Ω ∂β ln Ω} ,
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c’est-a`-dire que toute the´orie vectorielle (abe´lienne ou non), ou encore toute
the´orie de jauge, est automatiquement invariante conforme dans un espace-
temps a` 4 dimensions !
Dans ce paragraphe, nous avons donc vu comment l’invariance conforme est relie´e a` l’inva-
riance de jauge sous les transformations internes des champs scalaires et vectoriels. Dans le
cas qui nous concerne, c’est-a`-dire celui de l’espace-temps courbe a` 4 dimensions, le champ
scalaire, libre ou non, ne constituera pas une the´orie invariante conforme, au contraire du
champ vectoriel de Yang-Mills. Cette diffe´rence conduira a` des me´canismes d’instabilite´
gravitationnelle sensiblement diffe´rents.
Voyons a` pre´sent comment nous pouvons situer notre e´tude dans le contexte de la cos-
mologie physique.
4 Rudiments de mode`le standard du Big Bang
La cosmologie moderne naquit en meˆme temps que la relativite´ ge´ne´rale, dans l’article
fondateur d’Einstein de 1916 [EIN16], ou` ce dernier applique sa toute nouvelle the´orie a`
l’espace-temps dans son ensemble. Pour ce faire, Einstein dut recourir a` une hypothe`se
simplificatrice particulie`rement forte : le principe cosmologique parfait26. En effet,
les e´quations du champ gravitationnel sont tellement complexes qu’il est impossible d’en
de´river des solutions analytiques sans faire usage de lourdes simplifications, notamment
concernant la syme´trie de l’espace-temps.
Aussi, le principe cosmologique parfait proce`de-t-il de deux postulats fondamentaux :
(a) les proprie´te´s cosmologiques ne de´pendent pas de la direction choisie pour en re´aliser
l’e´tude de sorte que l’univers, a` grande e´chelle, puisse eˆtre conside´re´ en bonne ap-
proximation comme isotrope.
(b) les caracte´ristiques du cosmos sont inde´pendantes de la position du cosmologiste27
ainsi que de l’e´poque a` laquelle il les met en e´vidence.
La combinaison de ces deux pre´ceptes d’isotropie et d’universalite´ re´sulte en la pro-
prie´te´ d’homoge´ne´ite´ de l’univers : la re´partition de la matie`re dans le cosmos est grossie`re-
26Toutefois, il ne faut pas confondre le mode`le d’univers d’Einstein, qui a re´sulte´ de l’adoption de ce
principe, et celui des cosmologies stationnaires (”steady-state models”) de Bondi, Gold et Hoyle.
27Position dans l’espace bien suˆr car, malheureusement, l’histoire a montre´ que les mode`les cosmologiques
de´pendent bien souvent de pre´suppose´s philosophiques de leurs auteurs.
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ment uniforme. A l’aide de ce principe cosmologique parfait, Einstein re´ussit a` formuler28
un mode`le d’univers statique, fini et ferme´ qui, malheureusement pour lui, ne re´sista gue`re
longtemps ni aux observations, qui montraient que les galaxies semblaient anime´es d’un
mouvement universel de fuite a` l’e´chelle cosmique, ni aux perturbations de la distribution
uniforme de matie`re, qui trahissaient le caracte`re instable de l’univers d’Einstein.
C’est pourquoi plusieurs auteurs comme Friedmann, Lemaˆıtre, Robertson et Walker (FLRW)
relaxe`rent le principe cosmologique parfait en retirant l’exigence de similitude temporelle
au principe (b) d’universalite´. Le principe cosmologique qui en de´coule fonde le mode`le
standard du Big Bang en statuant que l’univers a` grande e´chelle soit en bonne approxi-
mation homoge`ne et isotrope. Il en re´sulte trois types de ge´ome´tries pour la section spa-
tiale de l’espace-temps : la ge´ome´trie elliptique (3-sphe`re) qui correspond a` un univers
ferme´ ; l’hyperbolique (pseudo-sphe`re de Lobatchevski) de´crivant un cosmos ouvert et l’eu-
clidienne (hyperplan). Les e´quations d’Einstein du champ gravitationnel se chargent ensuite
de de´crire l’histoire de ces sections spatiales qui ne de´pend que du contenu en e´nergie-
matie`re et de la constante cosmologique de l’univers.
Cette source dans les e´quations d’Einstein de la relativite´ ge´ne´rale est habituellement
repre´sente´e par un fluide caracte´rise´ par sa densite´ ρ et sa pression p. Le cosmos d’aujour-
d’hui, par exemple, avec sa distribution uniforme de galaxies correspondrait dans cette vi-
sion a` un gaz (dont les galaxies seraient les particules constitutives) de pression ne´gligeable
(les galaxies sont suffisamment e´loigne´es les unes des autres que pour rendre l’e´nergie due
a` leurs collisions ne´gligeable devant leur e´nergie de masse). Par contre, un gaz de particules
relativistes, comme les photons, re´pondrait a` l’e´quation d’e´tat p = ρc2/3.
Les figures 1.2 et 1.3 repre´sentent les diverses e´volutions d’une distance de re´fe´rence
R(t) (par exemple la taille de l’horizon) en fonction de la ge´ome´trie pour des univers
de poussie`res (p = 0) et de radiations (p = ρc2/3) (pour les solutions analytiques, nous
renvoyons le lecteur aux chapitres 2 et 4). On constate que ces solutions sans constante
cosmologique pre´sentent toutes un instant ou` la distance relative entre deux points e´tait
de´ge´ne´re´e : c’est l’instant du Big Bang, la singularite´ initiale. En effet, a` ce moment,
l’espace-temps cesse d’eˆtre bien de´fini, la densite´ (et la tempe´rature) devenant the´oriquement
infini(s). L’e´quation d’e´tat reliant la pression a` la densite´ du fluide de matie`re emplissant
le cosmos constitue donc une information cle´ pour la de´termination de parame`tres cosmo-
logiques tels que le taux d’expansion ou de de´ce´le´ration, l’aˆge de l’univers, etc.
A partir de l’e´quation de continuite´ associe´e au fluide cosmologique, cette e´quation d’e´tat
peut permettre d’obtenir des inte´grales premie`res. Par exemple, pour un fluide d’e´quation
28Graˆce a` l’introduction de la constante cosmologique Λ.
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Figure 1.2 – Cosmologies de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker a` constante cosmolo-
gique nulle pour un fluide de poussie`res. Mode`le ferme´ (trait plein) k = +1, mode`le ouvert
(tiret) k = −1 et mode`le plat (tiret-point) k = 0.
d’e´tat barotropique p = Kρc2, on trouve que ρR−3(1+K) est une constante. Cette relation
nous permet de relier l’e´volution de la tempe´rature associe´e au gaz de photons emplissant
l’univers (la tempe´rature de corps noir du cosmos) au facteur d’e´chelle a(t) = R(t)/R0
(R0 e´tant une distance de re´fe´rence a` un moment donne´). En utilisant la loi de Stefan
(ρc2 = σT 4), on trouve que l’e´volution de la tempe´rature est inverse´ment proportionnelle
a` celle du facteur d’e´chelle (T (t)a(t) = cte). Ainsi, de`s lors que l’univers est en expansion
(ce que sugge`rent de nombreuses observations), la tempe´rature associe´e au gaz de pho-
tons emplissant l’univers se voit de´croˆıtre au cours du temps. Cette tempe´rature de corps
noir est celle du rayonnement fossile et a e´te´ mesure´e avec pre´cision a` une valeur de
2.725 ± 0.001 degre´s Kelvin. En remontant le cours du temps, on doit donc s’attendre a`
ce que l’univers primordial soit a` la fois plus dense et plus chaud29, et les phe´nome`nes
physiques qui caracte´risent l’e´tat de la matie`re a` une e´poque donne´e soient de plus en plus
e´nerge´tiques.
Sans toutefois pre´tendre dresser un panorama complet de l’histoire de l’univers, attardons-
nous a` pre´sent a` souligner quelques e´poques et phe´nome`nes cle´s du mode`le standard du
Big Bang. Pour une reconstitution plus comple`te, on consultera, par exemple, la re´fe´rence
[DEM91].
L’histoire cosmique se subdivise en e`res dont le nom caracte´rise la composante dominante
29D’ou` l’analogie e´vidente avec la thermodynamique du gaz parfait.
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Figure 1.3 – Cosmologies de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker a` constante cosmolo-
gique nulle pour un fluide de radiations. Mode`le ferme´ (trait plein) k = +1, mode`le ouvert
(tiret) k = −1 et mode`le plat (tiret-point) k = 0.
de la matie`re a` l’e´poque. Nous allons brie`vement reconstituer l’histoire de l’univers en re-
montant le cours du temps, depuis l’e´poque pre´sente jusqu’aux temps les plus primordiaux,
en inversant le cours des phe´nome`nes cosmologiques. L’e`re actuelle est appele´e e`re stel-
laire puisque l’e´volution contemporaine de l’univers est domine´e essentiellement par cette
matie`re non relativiste, de pression ne´gligeable que sont les e´toiles et les galaxies. Cette e`re
a vu se former les grandes structures cosmiques que nous observons dans nos te´lescopes,
bien que le de´tail de cette formation comporte encore de nombreux points obscurs, comme
nous le verrons dans un instant. Par ailleurs, les observations re´centes de supernovae (cf.
[PER99]) tendent a` montrer qu’actuellement l’expansion de l’univers s’acce´le´rerait, et une
explication possible a` cet effet pourrait eˆtre la prise de pouvoir d’une autre composante
mate´rielle : la quintessence. Celle-ci se mode´lise par un champ scalaire en self-interaction,
qui n’interagit pas avec les autres composantes de la matie`re telles que les baryons, les ra-
diations ou les neutrinos, si ce n’est par l’interme´diaire bien indirect de la modification
de l’expansion qu’il provoque. En remontant le cours du temps dans l’e`re stellaire30, nous
verrions la distribution actuelle extreˆmement inhomoge`ne des galaxies s’homoge´ne´iser, les
e´toiles se diluer, en meˆme temps que la tempe´rature du cosmos augmenter.
Si nous continuons notre voyage dans le temps jusqu’a` ce que la tempe´rature atteigne
ainsi quelques 104K, soit une e´nergie31 correspondante des radiations emplissant le cos-
30Ce qui correspond a` regarder loin.
31La correspondance entre la tempe´rature T du corps noir et l’e´nergie E qui lui est associe´e est donne´e
par la relation E = kT , avec k la constante de Boltzmann dont la valeur est de 8.617× 10−5eV/K.
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mos de l’ordre de l’e´lectron-volt, les atomes d’hydroge`ne et d’he´lium formant l’essentiel de
la matie`re s’ionisent comple`tement. Cette ionisation s’accompagne d’une absorption dra-
matique de radiations puisque le libre parcours moyen des photons dans ce plasma chute
brusquement. L’univers devient opaque. Dans le cours normal du temps, cette pe´riode cor-
respond a` l’e´mission du rayonnement fossile, dont l’e´tude constitue l’un des tests les
plus pre´cis de nos sce´narios cosmologiques, et a` l’acce`s a` la transparence du cosmos. L’e`re
pre´ce´dant cet e´ve`nement s’appelle l’e`re radiative, puisque la pression due aux radiations
e´lectromagne´tiques l’emporte sur la densite´ d’e´nergie de masse de la matie`re ordinaire a`
ces tempe´ratures. Plus loin encore dans le passe´, lorsque la tempe´rature atteint quelques
1010K (E ≈ 1MeV ), ce sont les noyaux atomiques eux-meˆmes qui se de´sagre`gent en neu-
trons et protons et autres particules. L’e´ve`nement correspond, dans le mode`le standard
du Big Bang, a` la nucle´osynthe`se primordiale, formation des noyaux atomiques le´gers
jusqu’au lithium.
Au dela` de telles tempe´ratures, nous abordons le domaine de la physique des hautes
e´nergies. Les e`res correspondantes se nomment alors leptonique et hadronique. En effet,
lorsque l’e´nergie du rayonnement atteint l’e´nergie de masse au repos de la paire e´lectron-
positron (soit 1.022 MeV ), un e´quilibre thermodynamique s’installe : la cre´ation de paires
due a` l’e´nergie ambiante est compense´e par leur annihilation. L’ave`nement de cet e´quilibre
s’accompagne d’une cre´ation massive d’anti-leptons. Le nombre important de ces parti-
cules, ainsi que les interactions qui les lient font alors des leptons (e´lectrons, positrons,
neutrinos et leurs cousins muoniques et tauiques) la composante dominante de la matie`re
a` l’e´poque. Lorsque la densite´ et la tempe´rature sont meˆme suffisantes, les neutrinos
sont absorbe´s massivement par les leptons et leurs antiparticules et leur libre parcours
moyen de´croˆıt drastiquement, de sorte que le cosmos devienne opaque a` ces particules. Ce
phe´nome`ne correspond alors a` l’e´mission d’un rayonnement fossile de neutrinos.
Ensuite, l’e`re hadronique commence a` une tempe´rature de l’ordre de 1012K, qui corres-
pond a` l’e´nergie de masse du plus le´ger des hadrons : le me´son pi (mpi ≈ 140MeV/c2). Les
hadrons et leurs antiparticules forment alors un syste`me en e´quilibre thermodynamique, et
leurs masses plus importantes en font une composante dominante de la matie`re. L’origine
de la pre´dominance de la matie`re sur l’antimatie`re dans l’univers contemporain est a` situer
au cœur de ces e`res, comme une conse´quence de l’asyme´trie de leurs proprie´te´s dans les
processus de cre´ation-annihilation. Si nous remontons meˆme un peu plus le cours du temps,
la tempe´rature devient telle que les hadrons eux-meˆmes se de´composent en un plasma de
quarks-gluons.
A de telles e´nergies, l’e´tude de l’e´volution des constantes de couplage des interactions de
jauge en fonction de la tempe´rature (par le biais des e´quations du groupe de renormalisa-
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tion) montre que celles-ci tendent a` se rapprocher32. Certaines the´ories envisagent ainsi qu’a`
une tempe´rature de l’ordre de 1029K, toutes les interactions de jauge, e´lectromagne´tisme,
interaction forte et faible, sous leur forme primordiale agiraient avec la meˆme intensite´ et
de´riveraient du meˆme groupe de jauge, achevant ainsi la grande unification des forces
de la nature.
Enfin, a` une tempe´rature de l’ordre de 1032K, nous rencontrons l’e`re quantique dont on
ne sait pas grand chose the´oriquement, si ce n’est que la relativite´ ge´ne´rale et la me´canique
quantique qui nous sont si che`res n’y sont vraisemblablement plus valables. C’est l’antre se-
cret, a` la fois terrible et myste´rieux, des sire`nes des supercordes, des gorgones p-branesques
et de l’hydre nomme´e gravitation quantique33. Il s’agit e´galement du territoire de chasse
garde´e des the´oriciens les plus hardis, dont nous sommes loin de pouvoir nous re´clamer.
Ainsi, meˆme si du fond de cet abˆıme myste´rieux nous appellent tant de nouveaux horizons
physiques passionnants, nous nous garderons ici de pe´ne´trer davantage dans cette terra
incognita du commencement des aˆges.
32La convergence est meˆme exacte si on ajoute des conditions supersyme´triques — syme´trie boson-
fermion — au mode`le standard des particules e´le´mentaires.
33Qui ne sont toutefois pas des chime`res...
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5 Ouverture
A pre´sent, nous pouvons situer notre e´tude dans le contexte du mode`le standard du Big
Bang. Nous nous inte´ressons au couplage de la gravitation avec des champs de jauge, plus
pre´cise´ment ceux qui de´rivent du groupe SU(2), et avec un champ scalaire, en vue d’e´tudier
l’e´volution des fluctuations de densite´ de ces entite´s. Cette recherche s’inscrit dans la pers-
pective plus large de la proble´matique de la formation des structures galactiques qui est
encore bien vive en cosmologie.
En effet, le point de de´part des simulations nume´riques de formation des galaxies est
constitue´ par les grumeaux de matie`re te´nus dont nous observons les faibles fluctuations
de tempe´rature au sein du rayonnement fossile. Le contraste de tempe´rature y atteint
seulement une part pour cent mille, de sorte que l’on doive s’attendre a` ce que la matie`re
noire34, qui n’interagit pas e´lectromagne´tiquement, joue un roˆle pre´ponde´rant dans le pro-
cessus de formation des galaxies, ce qui ne va de´ja` pas sans quelques difficulte´s.
En outre, l’origine meˆme de ces grumeaux primordiaux est me´connue, et reste encore
aujourd’hui confie´e, avec les autres grands proble`mes cosmologiques que sont ceux de l’ho-
rizon et de la platitude cosmique, a` la the´orie de l’inflation (pour une introduction, on
consultera les re´fe´rences [DEM91, PEE93]). La phase inflationnaire qu’elle sugge`re au-
rait eu lieu a` l’e´poque de la grande unification, ensemenc¸ant le cosmos avec les premiers
germes de matie`re. En examinant l’e´volution des fluctuations des champs de jauge par in-
stabilite´ gravitationnelle, nous de´couvrirons quelques e´le´ments qui expliqueraient en partie
l’e´volution de ces grumeaux entre la phase inflationnaire et l’e´mission du rayonnement
fossile.
Plus pre´cise´ment, notre mode`le ne tiendra compte que des champs de Yang-Mills de´rivant
du groupe de jauge SU(2), ce qui constitue un premier pas dans la description classique
de l’interaction e´lectrofaible, dont le groupe de jauge est SU(2)L × U(1)Y , avant la tran-
sition du me´canisme de Higgs qui aurait rendu massifs les quanta de cette interaction.
Cette transition aurait eu lieu a` une tempe´rature de l’ordre de 1015K, puisque la valeur
moyenne dans le vide du champ de Higgs a e´te´ mesure´e indirectement via la masse des
bosons W± et Z0 aux environs de 246 GeV (cf. [GOV95]). Par ailleurs, comme le groupe
SU(2) est un sous-groupe de SU(3), celui de l’interaction forte, les re´sultats de notre e´tude
pourraient illustrer quelques-unes des proprie´te´s d’instabilite´ gravitationnelle du plasma de
quarks-gluons. En fait, nos re´sultats montrent meˆme que c’est la proprie´te´ d’invariance
conforme, propre a` tous les champs de Yang-Mills, qui se re´ve`le fondamentale pour l’in-
stabilite´ gravitationnelle des potentiels de jauge.
34Dont l’existence est sugge´re´e par diverses mesures astrophysiques, notamment de vitesse des amas
globulaires autour de la Voie Lacte´e.
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De meˆme, l’e´tude d’un champ scalaire couple´ a` la gravitation est un exercice auquel la
cosmologie se livre depuis les travaux de Brans-Dicke sur la the´orie tenseur-scalaire de
la gravitation [BD61] — qui peut se comprendre comme une the´orie effective de la gra-
vitation de´rivant de celle des cordes — jusqu’a` ceux sur l’inflation (cf. [GUT81]) — qui
voudrait purger la cosmologie de quelques arbitraires bien de´rangeants — et ceux concer-
nant la quintessence (cf. [PR03] pour une revue re´cente) — qui permettrait de re´soudre
e´le´gamment le proble`me de l’acce´le´ration cosmique.
He´la`s, nous n’aurons gue`re le loisir d’explorer en profondeur la question de l’instabilite´
gravitationnelle des cosmologies scalaires au cours de ces pages. Nous nous contenterons
dans un premier temps d’entreprendre une e´tude qualitative pour faire ressortir quelques
diffe´rences entre les me´canismes d’instabilite´ gravitationnelle des champs scalaire et de
Yang-Mills. Ensuite, nous donnerons quelques re´sultats pre´liminaires concernant l’influence
des champs de quintessence sur le processus de formation des galaxies. Ces derniers travaux
font l’objet de notre collaboration avec le Dr J.-M. Alimi du Laboratoire de l’Univers et
de ses THe´ories de l’Observatoire de Paris-Meudon.
Ce texte sera organise´ comme suit : au chapitre suivant, nous examinerons en de´tail com-
ment inclure les champs de jauge au corpus mathe´matique de la relativite´ ge´ne´rale et
nous situerons notre approche au sein des recherches re´centes sur le sujet. A la fin de ce
chapitre, nous pre´senterons un mode`le d’univers homoge`ne et isotrope rempli uniquement
de champs de jauge non abe´liens de´rivant du groupe SU(2). La solution le de´crivant, ob-
tenue par Gal’tsov et Volkov en 1991 (cf. [GV91]), nous servira de base pour l’e´tude de
l’instabilite´ gravitationnelle des champs de Yang-Mills. En effet, graˆce a` notre approche
hamiltonienne du proble`me, nous e´tudierons les solutions des e´quations d’Einstein-Yang-
Mills, regroupement des e´quations d’Einstein de la relativite´ ge´ne´rale et des e´quations de
Yang-Mills du champ de jauge, au voisinage de leur solution homoge`ne et isotrope, sans
aucune line´arisation de celles-ci.
Au chapitre 3, nous reformulerons en effet notre proble`me en des termes hamiltoniens,
afin d’obtenir un formalisme plus propice a` l’inte´gration nume´rique. Cette de´marche exi-
gera de rappeler quelque peu la formulation hamiltonienne de la relativite´ ge´ne´rale et
d’exposer celle, moins connue, du syste`me Einstein-Yang-Mills.
Au chapitre 4, nous rappellerons quelques notions incontournables relatives a` la the´orie de
l’instabilite´ gravitationnelle en pre´sence de matie`re ordinaire et nous montrerons comment
retrouver ces proprie´te´s par une me´thode nume´rique de´veloppe´e par nos soins sur base de
l’approche hamiltonienne vue auparavant.
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Au chapitre 5, nous appliquerons toutes les notions et me´thodes introduites pre´ce´demment
a` l’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle des champs de Yang-Mills.
Au chapitre 6, nous nous pencherons sur la meˆme e´tude concernant le champ scalaire
auto-gravitant, plus simple que le champ de jauge, afin de mieux de´gager la nature des
diffe´rences des me´canismes d’instabilite´ gravitationnelle de ces deux types de champs.
Enfin, le dernier chapitre sera constitue´ par une e´tude moins formelle et certainement
plus applique´e qui visera a` mettre en e´vidence l’influence d’un champ scalaire de quintes-
sence sur la formation de grandes structures comme les amas de galaxies.
Nous espe´rons que le lecteur, au cours de ces pages, pourra se de´couvrir un inte´reˆt pour
ce domaine passionnant et en pleine e´bullition qu’est la cosmologie, et, peut-eˆtre, parcou-
rir avec enthousiasme les re´sultats de notre recherche, en prenant autant de plaisir a` s’y
plonger que nous a` les e´laborer.
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Chapitre 2
Champs de Yang-Mills en relativite´
ge´ne´rale
“ The growth of the use of transformation theory, as applied first to relativity and later to
the quantum theory, is the essence of the new method in theoretical physics. (...) The new
theories, if one looks apart from their mathematical setting, are built up from physical
concepts which cannot be explained in terms of things previously known to the student,
which cannot even be explained adequately in words at all. (...) The newer concepts of
physics can be mastered only by long familiarity with their properties and uses.”
P. A. M. Dirac, pre´face de ”The Principles of Quantum Mechanics”, Oxford, 1930.
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1 Le syste`me Einstein-Yang-Mills (EYM)
Le syste`me Einstein-Yang-Mills (EYM) de´crit comment le champ de gravitation se couple
avec la dynamique relativiste d’un champ de jauge non abe´lien. Cette description se fait
de manie`re purement classique, au sens ou` les champs ne sont pas conside´re´s comme e´tant
des ope´rateurs. Cette the´orie ge´ne´ralise de ce fait la the´orie d’Einstein-Maxwell de´crivant
l’e´lectromagne´tisme comme source de gravitation.
Mathe´matiquement, l’espace-temps qui contient un tel champ est repre´sente´ par un espace
fibre´, c’est-a`-dire un espace de´fini par une varie´te´ diffe´rentiable M. Pour l’espace-temps
proprement dit, il s’agit d’une varie´te´ pseudo-riemannienne caracte´rise´e par un tenseur
de me´trique gµν en chaque point duquel se “greffe” une fibre. Dans le cas de la the´orie
de Yang-Mills (YM), cette fibre est constitue´e par l’espace dans lequel le champ de jauge
prend ses valeurs, c’est-a`-dire le groupe de jauge G ou son alge`bre de Lie g auquel il est lo-
calement isomorphe. La donne´e d’une 1-forme diffe´rentielle de connexion A a` valeurs dans
l’alge`bre de Lie g du groupe de jauge ache`ve de caracte´riser comple`tement le fibre´ associe´
a` la the´orie de YM en permettant la de´finition de de´rive´es covariantes tant au sein de la
base (la varie´te´ diffe´rentiable M) qu’entre les fibres fleurissant en ses diffe´rents points. La
1-forme de connexion A de´finit en effet le transport paralle`le de vecteurs entre deux fibres
(cf. chapitre 1 et [NS83, EGH80, NAK90]).
Voyons comment cette dynamique jaugeo-gravitationnelle peut eˆtre de´rive´e d’un principe
de moindre action. Supposons tout d’abord que la matie`re admette une syme´trie de jauge
interne de´crite par un groupe de Lie G. Son alge`bre de Lie g, qui fournit par exponentia-
tion les divers membres du groupe connexes a` l’identite´, est caracte´rise´e par les relations
de commutation
[Ta, Tb] = i f
c
ab
Tc, (2.1)
ou` les fabc = gcdf
d
ab
sont appele´es les constantes de structure du groupe de Lie et ou` les Ti
sont les ge´ne´rateurs infinite´simaux des transformations du groupe. Le produit scalaire de
deux e´le´ments de l’alge`bre g est donne´ par la forme de Killing < A|B >= 2Tr(AB) (ou`
2 est un facteur de normalisation, cf. chapitre 1 pour un rappel sur les alge`bres de Lie)
et ou` la me´trique de Cartan gab = Tr(TaTb) sert a` descendre les indices de jauge. Nous
adopterons la convention selon laquelle les indices latins gras seront des indices de jauge
(a, b, c = 1, . . . ,dim(G), etc.). La 1-forme de connexion A peut se de´velopper le long
des ge´ne´rateurs infinite´simaux comme
A = AaµTadx
µ (2.2)
ou` les Aaµ sont les (quadri-)potentiels de jauge. Ensuite, les composantes de la 2-forme de
courbure F sur le fibre´ forment le tenseur du champ de Yang-Mills, ge´ne´ralisation, a` valeurs
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dans une alge`bre de Lie quelconque, du tenseur de Faraday de l’e´lectromagne´tisme,
F cµν = ∂µA
c
ν − ∂νAcµ + f cabAaµAbν (2.3)
ou` la constante de couplage de jauge est pose´e e´gale a` l’unite´. Ce tenseur nous permet
d’e´crire la densite´ lagrangienne pre´alable a` tout principe variationnel qui se respecte. Ecri-
vons directement l’action du syste`me Einstein-Yang-Mills1 :
SEY M =
∫ √−g{− 1
2κ
R +
1
4
F aµνF
µν
a
}
d4x, (2.4)
ou` g est le de´terminant de la me´trique, κ la constante de couplage gravitationnelle2, R est
la courbure scalaire de la varie´te´ spatio-temporelle (voir plus loin). Cette action demeure
du reste bien invariante sous des diffe´omorphismes quelconques de l’espace-temps3 mais
e´galement sous des transformations de jauge U(xµ) = exp (iθa(xµ)Ta) ∈ G de la 1-forme
de connexion A pour lesquelles les composantes de cette dernie`re se transforment comme
Aµ → U Aµ U−1 − (i∂µ U)U−1, (2.5)
trahissant la nature non tensorielle de la connexion A sous le groupe de jauge. Par contre,
l’intensite´ du champ de Yang-Mills se transforme selon
Fµν → UFµνU−1, (2.6)
la me´trique gµν, quant a` elle, demeure indiffe´rente aux transformations de jauge qui ne
secouent gue`re que les fibres sans affecter la base de l’espace-temps. Par ailleurs, une autre
proprie´te´ remarquable, et plus encore pour la cosmologie, des champs de Yang-Mills est leur
invariance conforme. En effet, en vertu du caracte`re vectoriel (sous le groupe de Lorentz)
des potentiels de jauge Aµ (spin unite´), l’exigence de covariance de la the´orie requiert de
former une densite´ lagrangienne scalaire sous les diverses transformations de coordonne´es
de l’espace-temps, ce qui se re´alise de manie`re quadratique a` partir de la seule intensite´ du
champ avec l’action de l’e´quation (2.4). Or cette action est manifestement invariante sous
transformation conforme de la me´trique :
gµν → f(xµ)gµν, (2.7)
sans affectation des potentiels de jauge (Aµ → Aµ)4. Cependant, il convient de garder a`
l’esprit que l’action d’Einstein-Hilbert de´crivant la gravitation ne tole`re pas cette syme´trie.
1La constante cosmologique est conside´re´e ici comme nulle dans la densite´ lagrangienne d’Einstein-
Hilbert de´crivant la gravitation.
2Nous poserons G = c = 1 de sorte que κ = 8pi tout au long de ce travail.
3Par exemple, sous des transformations globales ou locales appartenant au groupe de Poincare´, ce qui
re´sulte de l’exigence de covariance de la the´orie.
4En effet, la densite´ lagrangienne associe´e au secteur de jauge s’e´crit alors
LY M = −
√−gTr (FµνgµαgνβFαβ)→ LY M = −f2√−gTr (f−2FµνgµαgνβFαβ) ·
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Avant d’e´crire les e´quations d’Euler-Lagrange re´sultant de la recherche de stationnarite´
de l’action (2.4)
δSEY M = 0,
rappelons quelque peu le de´tail de la de´rivation de la courbure scalaire R. L’e´le´ment d’in-
tervalle spatio-temporel se de´finit, en base naturelle,
ds2 = gµνdx
µdxν (2.8)
ou` la signature adopte´e de la me´trique sera ici (−, +, +, +)· La connexion de´finissant la
de´rive´e covariante sur la varie´te´ spatio-temporelle est obtenue a` partir des de´rive´es de la
me´trique via les symboles de Christoffel de seconde espe`ce5 :
Γδβγ =
1
2
gαδ (gαβ,γ + gαγ,β − gβγ,α) , (2.9)
ou` la virgule en indice de´signe la de´rive´e partielle par rapport a` la coordonne´e concerne´e6.
A partir de ces derniers, on calcule successivement le tenseur de Riemann (tenseur de
courbure) :
Rαβγδ = Γ
α
βδ,γ − Γαβγ,δ + ΓρβδΓαργ − ΓρβγΓαρδ (2.10)
dont la contraction sur les premier et troisie`me indices donne celui de Ricci :
Rµν = R
α
µαν · (2.11)
On obtient finalement la courbure scalaire comme trace de ce dernier tenseur de rang 2 :
R = Rµµ·
L’action du syste`me EYM (2.4) est une fonctionnelle a` la fois des coefficients de la me´trique
gµν et des potentiels de jauge A
a
µ. L’exigence de stationnarite´ de cette fonctionnelle conduit
aux e´quations du champ. En particulier, la variation de (2.4) par rapport aux gµν donne
les e´quations d’Einstein de la relativite´ ge´ne´rale :
Rµν − 1
2
Rgµν = κT
Y M
µν (2.12)
ou` T Y Mµν est le tenseur e´nergie-impulsion associe´ au champ de Yang-Mills :
T Y Mµν =
2√−g
(
∂LY M
∂gµν
− ∂α ∂LY M
∂ (∂αgµν)
)
(2.13)
5Dans la base naturelle que nous avons choisie pour e´crire la me´trique, les coefficients de structure
intervenant dans la relation de commutation entre deux vecteurs de base
[Xi, Xj ] = C
k
ijXk
sont identiquement nuls.
6Dans la base naturelle.
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soit, explicitement,
T Y Mµν = 2F
a
µαF
α
ν a −
1
2
gµνF
a
αβF
αβ
a
· (2.14)
La variation de (2.4) par rapport aux potentiels de jauge Aaµ et son annulation nous
conduisent aux e´quations de Yang-Mills covariantes (cf. annexe A) :
∇µF µν c + f cab Aaµ F µν b = 0, (2.15)
ou` ∇µ de´signe la de´rive´e covariante sur la base du fibre´7.
De plus, en vertu de l’invariance conforme, le tenseur e´nergie-impulsion de Yang-Mills,
a` l’instar de son homologue maxwellien qui de´rive d’une the´orie de jauge abe´lienne, est
de trace nulle : T µµ = 0· De ce fait, calculant la trace de ce tenseur a` partir des e´quations
d’Einstein (2.12), on trouve que la courbure scalaire est identiquement nulle pour des so-
lutions des e´quations d’Einstein-Yang-Mills : R = 0. Ainsi, les e´quations d’Einstein (2.12)
se re´duisent a`
Rµν = κT
Y M
µν (2.16)
et les composantes du tenseur e´nergie-impulsion de Yang-Mills sont directement propor-
tionnelles a` celles du tenseur de Ricci.
Le syste`me Einstein-Yang-Mills (2.12-2.15) forme donc un ensemble d’e´quations non line´aires
aux de´rive´es partielles couple´es de 10+4×dim(G) inconnues (10 composantes inde´pendantes
du tenseur syme´trique gµν et 4×dim(G) potentiels de jauge). Espe´rer re´soudre directement
(et analytiquement) ce syste`me sans prescriptions particulie`res est bien illusoire mais, fort
heureusement, la liberte´ de jauge du syste`me EYM nous offre une possiblite´ providentielle
de simplifier ces e´quations. Cette liberte´ de jauge se traduit, dans le secteur gravitationnel,
par un choix d’un syste`me de coordonne´es confortables et, dans le secteur de Yang-Mills,
par l’e´nonce´ d’une condition sur les degre´s de liberte´ internes du syste`me. Ainsi, nous sup-
poserons tout d’abord l’existence de syme´trie(s) dans l’espace-temps de manie`re a` re´duire
une premie`re fois le nombre de degre´s de liberte´ (externes) du syste`me EYM. Une seconde
re´duction pourra par la suite eˆtre obtenue en utilisant l’invariance de jauge des champs de
Yang-Mills en vue d’e´liminer certains degre´s de liberte´ internes.
7Pour rappel, la de´rive´e covariante d’un tenseur de rang deux a` deux indices contravariants comme le
tenseur de Faraday s’e´crit (en omettant l’indice de jauge par souci de clarte´ de l’expression) :
∇µF µν = F µν,µ + ΓµρµF ρν + ΓνρµF µρ·
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2 Conse´quence des syme´tries de l’espace-temps sur
les champs de jauge
Avant de pre´senter comment l’existence de syme´tries de l’espace-temps re´duit le nombre
de degre´s de liberte´ des champs de jauge, il nous sera utile de rappeler quelques concepts
fondamentaux. Cette section reprend, pour l’essentiel, des de´veloppements et des notations
de la re´fe´rence [FM80]. Soit une application diffe´rentiable sur la varie´te´ riemannienne M
repre´sentant l’espace-temps
φ : M→M ; x→ x¯
qui correspond, par exemple, a` une isome´trie. La transformation de coordonne´es
φ(xµ) = x¯µ
(ou` µ est un indice spatio-temporel allant de 0 a` dim(M)− 1), qui re´sulte de l’action de
φ, de´finit un nouvel ensemble x¯µ de coordonne´es de´finies par les coordonne´es du point x¯
image de x par φ, exprime´es dans l’ancien syste`me de coordonne´es. Par exemple, dans le
cas d’une application infinite´simale :
x¯µ = xµ +  ξµ(xµ)·
Si nous avons affaire a` un groupe d’isome´tries de l’espace-temps, le vecteur ξµ est appele´
un ge´ne´rateur de la transformation ou encore un vecteur de Killing et ve´rifie les e´quations
de Killing8
ξα;β + ξβ;α = 0·
Les ge´ne´rateurs constituent de meˆme l’alge`bre de Lie du groupe d’isome´tries.
Conside´rons a` pre´sent un champ vectoriel covariant Aµ(x
ν) et sa transformation A¯µ(x
ν)
sous l’action de l’isome´trie de´finie comme
A¯µ(x
ν) = Aµ(x¯
ν) = Aµ(φ(x
ν)) = Aµ(x
ν +  ξν)
c’est-a`-dire que ses composantes dans le nouveau syste`me de coordonne´es sont identifie´es
aux anciennes valeurs du champ au point x¯· De´veloppant cette condition au premier ordre
en le parame`tre infinite´simal , nous obtenons pour le champ transforme´ et exprime´ dans
l’ancien syste`me de coordonne´es
A¯µ(x
ν) =
∂x¯ρ
∂xµ
A¯ρ(x
ν) =
(
δρµ +  ∂µξ
ρ
)
(Aρ(x
ν) +  ξσ∂σAρ(x
ν)) · (2.17)
8Le point virgule ; de´signe la de´rive´e covariante sur l’espace-temps.
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Forts de ces de´finitions, nous pouvons a` pre´sent introduire la notion de de´rive´e de Lie le
long d’un vecteur ξ :
Lξ Aµ = lim
→0
1

(
A¯µ(x
ν)− Aµ(xν)
)
(2.18)
= ∂µξ
ρAρ + ξ
ρ∂ρAµ· (2.19)
De`s lors, on dit que le champ vectoriel Aµ posse`de la syme´trie ge´ne´re´e par le vecteur de
Killing ξ si sa de´rive´e de Lie le long de ce vecteur s’annule
Lξ Aµ = 0 (2.20)
et donc si les valeurs du champ transforme´ A¯µ sont identiques a` celles avant la trans-
formation au meˆme point lorsque ces valeurs sont exprime´es dans le meˆme syste`me de
coordonne´es. Pour un tenseur de rang quelconque, la de´rive´e de Lie s’e´crit
Lξ T ρσ···µν··· = ∂µξλ T ρσ···λν··· + ∂νξλT ρσ···µλ··· + · · · − ∂λξρT λσ···µν··· − ∂λξσT ρλ···µν··· − · · ·+ ξλ ∂λT ρσ···µν··· · (2.21)
L’espace-temps adoptera de`s lors la syme´trie du groupe G d’isome´tries ge´ne´re´es par les
dim(G) ge´ne´rateurs ξm a` condition que la de´rive´e de Lie de la me´trique le long des vecteurs
de Killing ξm s’annule :
Lξmgµν = 0, (2.22)
e´quation qui se rame`ne en vertu de la relation (2.21) aux e´quations de Killing susmen-
tionne´es. Lorsque la syme´trie et ses ge´ne´rateurs sont connus, (2.22) est a` re´soudre par
rapport aux coefficients de la me´trique.
Si la syme´trie doit eˆtre manifeste pour la me´trique, comme l’indique la relation (2.22),
il n’en va pas ne´cessairement de meˆme pour les champs de jauge. En effet, les seules gran-
deurs qui doivent exhiber la syme´trie recherche´e sont celles qui sont observables, c’est-a`-dire
invariantes de jauge, comme le sont l’intensite´ et l’e´nergie du champ de jauge (tenseur de
Faraday et tenseur e´nergie-impulsion). Ainsi donc, on peut mettre a` profit l’invariance de
jauge de la the´orie Yang-Mills en imposant que l’effet d’une isome´trie de l’espace-temps se
rame`ne a` une transformation de jauge des composantes de la connexion A, de sorte qu’au fi-
nal, les quantite´s physiques invariantes de jauge soient (manifestement) syme´triques9. Cette
richesse he´rite´e du caracte`re quelque peu cache´ des champs de jauge relaxe la condition d’in-
variance du champ vectoriel simple (2.20). Ainsi donc, notant Agµ(x) = gAµg
−1 + (∂µg)g
−1
la transforme´e de jauge du champ Aµ sous l’e´le´ment g(x) du groupe de jauge G, la condition
de syme´trie de la the´orie de Yang-Mills sera satisfaite si et seulement si
A¯µ(x) = A
g0
µ (x) (2.23)
9Leur de´rive´e de Lie s’annule identiquement.
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pour une certaine transformation de jauge g0(x)· Si nous conside´rons un mouvement in-
finite´simal sous le groupe d’isome´tries de l’espace-temps, la transformation de jauge qui
doit affecter les potentiels de jauge en vue d’assurer l’invariance manifeste des grandeurs
observables doit prendre la forme infinite´simale suivante :
g0(x) = e
iθa(x)Ta
et pour les potentiels de jauge, au premier ordre en ,
Ag0µ ' Aµ +  (∂µW − [Aµ,W ]) ≡ Aµ(x) + DµW, (2.24)
pour W = iθa(x)Ta appartenant a` l’alge`bre de Lie du groupe de jauge G et ou` Dµ(·) =
∂µ(·)− [Aµ, (·)] est ici la de´rive´e covariante de jauge (mais pas covariante sous transforma-
tions de l’espace-temps). La condition de syme´trie des potentiels de jauge (2.23) entraˆıne
donc que
LξAµ = DµW · (2.25)
Supposons que W est un scalaire sous transformation de coordonne´es de l’espace-temps et
qu’il admet la transformation de jauge suivante
W g = gWg−1 + ξρ (∂ρg) g
−1
= gWg−1 + (Lξ g) g−1 (2.26)
puisque g est un scalaire sous l’isome´trie. De`s lors, l’e´quation de syme´trie (2.25) est inva-
riante sous des transformations ge´ne´rales de coordonne´es et est invariante de jauge.
Dans le cas d’une isome´trie a` un seul vecteur de Killing, par exemple une translation
dans la direction xi, si nous nous plac¸ons dans un syste`me de coordonne´es tel que ξµ
′
=
(0, · · · , 1, · · · , 0), la transformation de jauge
g ≈ e−
∫ xi
0
W (x1,··· ,xi−1,y,xi+1,··· ,xdim(M)dy
annule identiquement W de telle manie`re que, dans ces nouvelles coordonne´es et dans
cette nouvelle jauge, la condition de syme´trie se re´duit a` l’exigence triviale que le champ
Aµ ne de´pende pas de x
i· Cependant, lorsqu’il y a plusieurs vecteurs de Killing ge´ne´rant
le groupe d’isome´tries (ou plusieurs syme´tries), on ne peut plus effectuer simultane´ment
ces changements de coordonne´es et de jauge sur chaque e´quation de syme´trie de sorte qu’il
nous faille maintenant les conside´rer dans leur ensemble. Dans ce cas, nous avons donc
l’e´quation ge´ne´rale suivante
LξmAµ = DµWm 1 ≤ m ≤ N (2.27)
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pour chacun des N vecteurs de Killing du groupe d’isome´tries. Nous avons donc affaire a`
un espace vectoriel de syme´tries engendre´ par les ge´ne´rateurs ξm puisque si ξ(x) est une
combinaison line´aire des ge´ne´rateurs ξ(x) = λmξm(x) (λm e´tant des constantes), alors
LξAµ = Dµ(λmWm)· (2.28)
On peut supposer que toutes les syme´tries de Aµ appartiennent a` ce sous-espace engendre´
par les vecteurs de Killing. Comme le syste`me (2.27) est sous-de´termine´, il nous faut
rechercher des conditions supple´mentaires qui permettent de fixer les jauges Wm induites
par les isome´tries de l’espace-temps.
Le commutateur des de´rive´es de Lie le long de deux ge´ne´rateurs de syme´tries ξm et ξn
s’e´crit
(LξmLξn − LξnLξm)Aµ = Lξm (DµWn)− Lξn (DµWm) · (2.29)
En introduisant le vecteur η, crochet de Lie des deux vecteurs de Killing ξm et ξn, donne´
par les composantes :
ηµ = [ξm, ξn]
µ = ξρm∂ρξ
µ
n − ξρn∂ρξµm, (2.30)
on peut re´e´crire cette relation
LηAµ = Dµ (LξmWn − LξnWm − [Wm,Wn]) · (2.31)
Or le crochet de Lie des deux vecteurs de Killing appartient au sous-espace engendre´ par
les ge´ne´rateurs de la syme´trie et peut donc se re´e´crire a` l’aide des constantes de structures
de l’alge`bre de Lie (proprie´te´ de fermeture) :
η = [ξm, ξn] = f
p
mnξp (2.32)
ce qui donne pour la de´rive´e de Lie le long de ce crochet, en vertu de (2.28),
LfpmnξpAµ = Dµ (f pmnWp) · (2.33)
Identifiant les e´quations (2.31) et (2.33), on trouve les conditions de consistence qui
fixeront les jauges Wi de l’e´quation de syme´trie (2.27) :
LξmWn − LξnWm − [Wm,Wn]− f pmnWp = 0· (2.34)
Nous pouvons a` pre´sent de´river la condition de syme´trie du tenseur de Faraday Fµν =
∂µAν − ∂νAµ − [Aµ, Aν] = DµAν −DνAµ a` partir de l’e´quation de syme´trie du champ de
jauge (2.25)
DνLξAµ −DµLξAν = (DνDµ −DµDν)W (2.35)
et en de´veloppant
LξFνµ = [Fµν,W ] (2.36)
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ou` on notera l’ordre des indices de la dernie`re relation.
Une dernie`re remarque nous permettra de souligner le lien particulier qui existe entre
champs scalaires et champs de Yang-Mills. Projetons les composantes du tenseur de Fara-
day le long du meˆme vecteur de Killing :
ξµmFµν = ξ
µ
m (∂µAν − ∂νAµ − [Aµ, Aν])
= LξmAν − (∂νξµm)Aµ − ξµm∂νAµ − [ξµmAµ, Aν]
= Dν (Wm − ξµmAµ) (2.37)
ou` on a utilise´ les relations (2.19) et (2.27). En introduisant l’ensemble de champs de
scalaires Φm = ξ
µ
mAµ −Wm, nous pouvons exprimer la projection du tenseur de Faraday
en terme d’une de´rive´e covariante de jauge :
ξµmFµν = −DνΦm (2.38)
et ce, quelle que soit la jauge conside´re´e. La proprie´te´ de syme´trie des champs scalaires Φm
s’e´crit
LξmΦm − [Wm,Φm] = f pmnΦp (2.39)
a` partir des conditions de syme´trie (2.27) et de consistence (2.34). A partir de ces e´quations
de syme´trie pour le champ scalaire Φm, on peut calculer la contraction suivante
ξµmξ
ν
nFµν = −ξνn (∂νΦm − [Aν ,Φm])
= −LξmΦm + [Wn + Φn]
= f pmnΦp − [Φm,Φn] (2.40)
ou` on a utilise´ l’e´quation de syme´trie (2.39) des Φm, la de´finition de Φm et l’antisyme´trie
des constantes de structures (f pnm = −f pmn). Nous voyons donc qu’en pre´sence de syme´tries
de Killing de l’espace-temps, certaines composantes du tenseur du champ de Yang-Mills
peuvent se re´duire a` des termes de de´rive´es covariantes de champs scalaires et d’autres en
des termes alge´briques et quadratiques en ces meˆmes champs. En fait, on peut montrer
dans le cas ge´ne´ral (cf. [FM80]) que la pre´sence d’une syme´trie de Killing sur l’espace-
temps permet de re´duire l’action de Yang-Mills a` celle d’un mode`le de Higgs avec potentiel
quartique. Nous verrons au cours de la prochaine section que c’est effectivement le cas
lorsque l’espace-temps est spatialement isotrope et habite´ par des champs de Yang-Mills
de´rivant du groupe de jauge SU(2)·
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3 Syste`me EYM a` syme´trie sphe´rique pour le groupe
de jauge SU(2)
3.1 Parame´trisation de la me´trique et des potentiels jauge
Dans cette section, nous allons particulariser la the´orie vue au paragraphe pre´ce´dent au cas
d’un espace-temps spatialement isotrope et d’une the´orie de jauge issue du groupe SU(2)·
Tout d’abord, le groupe d’isome´tries correspondant a` l’isotropie spatiale est le groupe
SO(3) dont les vecteurs de Killing s’e´crivent (cf. [CTDL73, CT76, FM80])
ξ1 = ξ
α
1Xα = − cosϕ ∂θ + sinϕ cot θ∂ϕ
ξ2 = ξ
α
2Xα = sinϕ ∂θ + cosϕ cot θ∂ϕ (2.41)
ξ3 = ξ
α
3Xα = ∂ϕ
(X1 = ∂θ, X2 = ∂ϕ, α = 1, 2). Les constantes de structures relatives a` ce groupe sont les
composantes du tenseur comple`tement antisyme´trique ijk de rang 3 (123 = 1), et l’alge`bre
de Lie de SO(3) s’e´crit alors :
[ξi, ξj] = ijkξk·
La solution ge´ne´rale de la condition de syme´trie (2.22) sous SO(3) est donne´e par la
parame´trisation suivante
ds2 = gαβdx
αdxβ +R2(χ, t)
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2
)
(2.42)
ou` les indices α, β de´signent les coordonne´es radiale et temporelle χ et t, respectivement.
Nous utiliserons ici pour me´trique la parame´trisation suivante
ds2 =
(−N2 +NχNχ) dt2 + 2Nχdχdt+ e2µdχ2 + e2λdΩ2, (2.43)
ou` dΩ2 = dθ2 +sin2 θ dϕ2 de´signe le carre´ de l’e´le´ment d’angle solide et ou` les composantes
de la me´trique N , Nχ, µ et λ sont toutes des fonctions des variables χ et t. On appellera
N la fonction lapse et Nχ la fonction shift pour des raisons explicite´es au chapitre suivant.
On peut d’ores et de´ja` noter qu’un choix de jauge confortable consiste a` annuler Nχ(χ, t),
de sorte que toutes les horloges des diffe´rents observateurs re´partis dans un volume infi-
nite´simal de l’espace soient synchronise´es (de´finition locale de la simultane´ite´, cf. [LL61]).
En ce qui concerne le secteur de jauge, nous conside´rons ici que les champs de Yang-Mills
le constituant de´rivent du groupe SU(2). L’alge`bre de Lie su(2) de ce groupe s’e´crit
[Ta, Tb] = i
c
ab
Tc (2.44)
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ou` les constantes de structure sont les composantes antisyme´triques susmentionne´es et ou`
les ge´ne´rateurs Ti =
1
2
σi sont donne´s par les matrices de Pauli :
σ1 =

 0 1
1 0

 σ2 =

 0 −i
i 0

 σ3 =

 1 0
0 −1

 (2.45)
avec la me´trique de Cartan : Tr (TaTb) =
1
2
δab. En vue de trouver une configuration
a` syme´trie sphe´rique pour les champs de jauge, nous devons re´soudre les e´quations de
syme´trie (2.27) des potentiels de jauge graˆce aux jauges Wm impose´es par les e´quations de
consistence (2.34). Ces dernie`res peuvent se re´e´crire, en tenant compte du fait que les Wn
sont des scalaires sous les transformations de coordonne´es a` valeurs dans l’alge`bre de Lie
du groupe de jauge (Wm = W
a
mTa),(
ξρm∂ρW
a
n − ξρn∂ρW am − i bcaW bmW cn − mnpW ap
)
Ta = 0 (2.46)
ce qui se scinde en deux groupes :
bcaW
b
mW
c
n = 0 (2.47)
ξρm∂ρW
a
n − ξρn∂ρW am − mnpW ap = 0· (2.48)
Au sein de ces groupes, seuls trois couples d’indices (m,n) donnent lieu a` des e´quations
inde´pendantes et non triviales : (1, 2), (1, 3) et (2, 3). Une solution du premier groupe
est obtenue en annulant toutes les composantes des Wm le long des premier et deuxie`me
ge´ne´rateurs (W am = 0, ∀m = 1, 2, 3 et ∀a = 1, 2). Le second groupe se re´duit de`s lors aux
trois e´quations suivantes
− cosϕ∂θW2 + sinϕ cot θ∂ϕW2 − sinϕ∂θW1 − cosϕ cot θ∂ϕW1 −W3 = 0 (2.49)
− cosϕ∂θW3 + sinϕ cot θ∂ϕW3 − ∂ϕW1 +W2 = 0 (2.50)
sinϕ∂θW3 + cosϕ cot θ∂ϕW3 − ∂ϕW2 −W1 = 0, (2.51)
ou` Wi est un raccourci de notation pour les troisie`mes composantes W
3
i . Une solution
possible au syste`me d’e´quations (2.49) a` (2.51) est d’annuler W3, pour ensuite pouvoir
re´soudre l’une des deux relations (2.50) ou (2.51), et enfin substituer dans l’e´quation (2.49).
On trouve finalement la solution au syste`me ci-dessus
W a1 =
(
0, 0,
sinϕ
sin θ
)
W a2 =
(
0, 0,
cosϕ
sin θ
)
(2.52)
W a3 = (0, 0, 0) ·
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A partir des jauges donne´es par ces relations, nous pouvons re´soudre la condition de
syme´trie (2.27) pour les champs de Yang-Mills afin de trouver la forme ge´ne´rale de la
connexion spatialement isotrope (cf. [FM80], [GV99], [WIT77]) :
A = aT3 + Im (ωT+) dθ − Re (ωT+) sin θdϕ+ T3 cos θdϕ, (2.53)
ou` T+ = T1 + iT2, a est la 1-forme diffe´rentielle suivante
a = atdt+ aχdχ
et ω est un scalaire complexe. Les fonctions at, aχ et ω de´pendent uniquement des coor-
donne´es radiale et temporelle. La connexion (2.53) admet une syme´trie de jauge abe´lienne
U(1) re´siduelle. En effet, sous la transformation de jauge U = exp (iβ(t, χ)T3), les compo-
santes de la connexion (2.53) se transforment comme10
aα → aα − ∂αβ
ω → eiβω (2.54)
(α = t, χ). Ainsi, voit-on poindre l’ombre d’un mode`le de Higgs a` deux dimensions puisque
les e´quations (2.54) montrent comment les champs aα et ω se transforment comme un
vecteur abe´lien a` deux dimensions et un champ scalaire complexe. Comme les quatre com-
posantes re´elles inde´pendantes dans (2.53) contiennent un pur degre´ de liberte´ de jauge, on
peut l’e´liminer en toute ge´ne´ralite´ par une transformation de jauge en choisissant comme
variables physiques le module de ω et les composantes Ωα = aα − ∂α(arg(ω)).
Re´e´crivons a` pre´sent (2.53) en termes de quatre composantes re´elles en introduisant les
variables a = at, b = aχ, c = Re(ω) cos(arg(ω)) et d = Re(ω) sin(arg(ω)) :
A = a T3 dt+ b T3 dχ+ (c T1 + d T2) dθ + (c T2 − d T1) sin θ dϕ+ cos θ T3 dϕ, (2.55)
que l’on de´signe souvent sous le nom d’Ansatz de Witten [WIT77]. Il s’agit de la pa-
rame´trisation la plus ge´ne´rale11 d’un champ de jauge a` valeurs dans su(2) vivant dans
10On se souviendra que exp (iαTa) = I cos
α
2 + iσa sin
α
2 ou` I est la matrice identite´ de dimension 2.
11En fait, on peut e´galement e´crire l’Ansatz de Witten en fonction des ge´ne´rateurs de´pendant des
coordonne´es :
Tr = sin θ cosϕ T1 + sin θ sinϕ T2 + cos θ T3
Tθ = ∂θ Tr
Tϕ =
1
sin θ
∂ϕ Tr
qui obe´issent aux meˆmes relations de commutation que les ge´ne´rateurs constants Ti =
1
2σi mais pour
[Tr, Tθ] = iTϕ. On a
A = at Tr dt+ aχ Tr dχ+ i (1−Re(ω)) [Tr, dTr] + Im(ω)dTr
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un espace-temps isotrope (mais pas ne´cessairement homoge`ne). Ce sera cette e´criture des
champs de Yang-Mills de´rivant du groupe de jauge SU(2) en syme´trie sphe´rique que nous
utiliserons dans ce travail.
3.2 Equations des champs EYM
3.2.1 Secteur gravitationnel
Forts des parame´trisations (2.43) et (2.55)de la me´trique et des potentiels de jauge, nous
pouvons e´crire les e´quations d’Einstein-Yang-Mills a` syme´trie sphe´rique pour le groupe de
jauge SU(2).
Ecrivons tout d’abord les symboles de Christoffel Γkij de seconde espe`ce (2.9) (avec Γ
k
ij =
Γkji) pour la me´trique ge´ne´rale (2.43) en base naturelle (et la condition de jauge Nχ = 0) :
Γ000 =
N˙
N
Γ001 =
N ′
N
Γ011 =
e2µµ˙
N2
Γ022 =
e2λλ˙
N2
Γ033 = Γ
0
22 sin
2 θ Γ100 = e
−2µ N ′ N
Γ101 = µ˙ Γ
1
11 = µ
′
Γ122 = −e−2µ+2λλ′ Γ133 = Γ122 sin2 θ
Γ202 = Γ
3
03 = λ˙ Γ
2
12 = Γ
3
13 = λ
′
Γ233 = − cos θ sin θ Γ323 =
cos θ
sin θ
·
(2.56)
Dans l’e´quation (2.56), les grandeurs pointe´es et prime´es repre´sentent respectivement des
de´rive´es par rapport au temps t et a` la position radiale χ. A partir de ces grandeurs, on
qui se rame`ne a` (2.53) par la transformation de jauge U = exp (iθT2) exp (iϕT3) · La syme´trie re´siduelle
est localise´e ici dans le sous-groupe abe´lien le long de Tr (changement de jauge U = exp (iβ(t, χ)Tr)).
On peut noter que sous l’ope´rateur de parite´ : θ → pi − θ et ϕ → pi + ϕ, les ge´ne´rateurs se transforment
comme Tr → −Tr, Tθ → Tθ, Tϕ → −Tϕ et que les composantes de la connexion se transforment comme
aα → −aα et ω → ω∗. Ainsi donc, parmi les quatre degre´s de liberte´ re´els de la connexion, trois sont
impairs (les composantes vectorielles abe´liennes et la phase de ω) et le dernier est pair (le module de ω)
sous l’ope´rateur de parite´.
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peut calculer les composantes du tenseur de Ricci graˆce a` (2.10) :
R00 = 2e
−2µ λ′ N ′ N − 2λ¨− 2λ˙2 + 2λ˙N˙
N
− µ¨− µ˙2 + µ˙N˙
N
+e−2µN (N ′′ − µ′N ′) , (2.57)
R01 = 2
(
−λ˙′ − λ′λ˙+ λ′µ˙+ λ˙N
′
N
)
, (2.58)
R11 = −2λ′′ − 2λ′2 + 2λ′µ′ + µ′N
′
N
+
e2µ
N2
(
2λ˙µ˙+ µ¨+ µ˙2 − µ˙N˙
N
)
− N
′′
N
, (2.59)
R22 =
R33
sin2 θ
= 1 + e2λ
{
−e−2µ
(
λ′′ + 2λ
′2 − λ′µ′ + λ′N
′
N
)
+
1
N2
(
λ¨+ 2λ˙2 + λ˙µ˙− λ˙N˙
N
)}
· (2.60)
Enfin, la courbure scalaire s’obtient comme contraction du tenseur de Ricci R = Rµµ, soit
R = 2
{
−e−2µ
(
2λ′′ + 3λ
′2 − 2λ′µ′ + (2λ′ − µ′) N
′
N
+
N ′′
N
)
+
1
N2
(
2λ¨+ 3λ˙2 + 2λ˙µ˙−
(
µ˙+ 2λ˙
) N˙
N
+ µ¨+ µ˙2
)
+ e−2λ
}
· (2.61)
Nous convions le lecteur a` consulter l’annexe B pour l’e´criture comple`te des e´quations
EYM en syme´trie sphe´rique pour le groupe de jauge SU(2).
Le couplage avec le champ de Yang-Mills est accompli au niveau de la source de la gravi-
tation par l’interme´diaire du tenseur e´nergie-impulsion correspondant que nous donnerons
au paragraphe suivant.
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3.2.2 Secteur de jauge
Les composantes du tenseur de Faraday du champ de Yang-Mills a` valeurs dans su(2)
s’obtiennent graˆce aux relations (2.3) et (2.55) (F aµν = −F aνµ) :
F 102 = c˙− ad
F 103 = − sin θ
(
d˙+ ac
)
F 112 = c
′ − bd
F 113 = − sin θ (d′ + bc)
F 202 = d˙+ ac (2.62)
F 203 = sin θ (c˙− ad)
F 212 = d
′ + bc
F 213 = sin θ (c
′ − bd)
F 301 = b˙− a′
F 323 = sin θ
(
c2 + d2 − 1) ·
Avec ces composantes, on peut e´crire la densite´ lagrangienne12 associe´e au champ de Yang-
Mills :
LY M =
√−ggµαgνβF aµνFαβa
de la manie`re suivante :
LY M = −e
−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)2
− 2e
µ
N
{
(c˙− ad)2 +
(
d˙+ ac
)2}
+2N e−µ
{
(c′ − bd)2 + (d′ + bc)2
}
+Neµ−2λ
(
c2 + d2 − 1)2 · (2.63)
Il est possible de re´e´crire la densite´ lagrangienne ci-dessus sous la forme d’un mode`le de
Higgs abe´lien a` deux dimensions. En effet, de´finissons Aα les potentiels e´lectromagne´tiques
(α = 0, 1, A0 = a et A1 = b), dont le tenseur de Maxwell est donne´ par
fαβ = ∂αAβ − ∂βAα
(avec α, β = 0 ou 1) et prenons comme doublet de Higgs du mode`le le spineur re´el Ψ
Ψ =

 c
d

 · (2.64)
Il est alors aise´ de ve´rifier que le lagrangien (2.63) se re´duit a`
LY M =
√−g
{
1
2
fαβf
αβ + e−2λ
[
||DαΨ|| ||DαΨ||+ e−2λ
(||Ψ||2 − 1)2]} (2.65)
12A un facteur 14 sin θ pre`s qui disparaˆıtra dans l’action par inte´gration sur l’e´le´ment d’angle solide.
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ou` on a introduit la nouvelle de´rive´e covariante du mode`le de Higgs abe´lien13 :
Dα(·) = I∂α(·)− iσ2Aα(·)· (2.66)
Ceci ache`ve de montrer le lien entre syme´trie des champs de jauge et re´duction dimension-
nelle de ce champ vectoriel accompagne´e de l’e´mergence de un ou plusieurs scalaires de
Higgs.
Ecrivons a` pre´sent les e´quations de Yang-Mills (2.15) relatives a` la connexion (2.55) :
{−N e−µ (d′ + bc)}′ +{eµ
N
(
d˙+ ac
)}·
−N e−µb (c′ − bd)
+N eµ−2λd
(
c2 + d2 − 1)+ eµ
N
a (c˙− ad) = 0 (2.67)
{
N e−µ (c′ − bd)}′ − {eµ
N
(c˙− ad)
}·
−N e−µb (d′ + bc)
−N eµ−2λc (c2 + d2 − 1)+ eµ
N
a
(
d˙+ ac
)
= 0 (2.68)
{
e−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)}·
+ 2N e−µ (c(d′ + bc)− d(c′ − bd)) = 0 (2.69)
{
e−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)}′
+ 2
eµ
N
(
c
(
d˙+ ac
)
− d (c˙− ad)
)
= 0· (2.70)
On remarquera que ces e´quations sont invariantes sous la permutation c → d et d → −c.
Aussi, on pourra se de´barrasser de l’une de ces deux composantes du doublet de Higgs par
une transformation de jauge ade´quate sans pour autant changer le contenu physique des
e´quations.
13I est la matrice identite´ 2×2 et la norme du spineur ||ψ|| vaut
√
ψ21 + ψ
2
2 . Les indices α, β sont releve´s
par la me´trique restreinte a` la partie non syme´trique de l’espace-temps gαβ·
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Enfin, les composantes du tenseur e´nergie-impulsion de Yang-Mills (2.14) s’e´crivent :
T Y M00 =
e−2µ
2
(
b˙− a′
)2
+ e−2λ
(
(c˙− ad)2 +
(
d˙+ ac
)2)
+N2 e−2µ−2λ
(
(c′ − bd)2 + (d′ + bc)2
)
+
N2
2
e−4λ
(
c2 + d2 − 1)2 , (2.71)
T Y M11 = −
1
2N2
(
b˙− a′
)2
+ e−2λ
(
(c′ − bd)2 + (d′ + bc)2
)
+
e2µ−2λ
N2
(
(c˙− ad)2 +
(
d˙+ ac
)2)
− e
2µ−4λ
2
(
c2 + d2 − 1)2 , (2.72)
T Y M22 =
T Y M33
sin2 θ
=
e−2µ+2λ
2N2
(
b˙− a′
)2
+
e−2λ
2
(
c2 + d2 − 1)2 , (2.73)
T Y M01 = 2e
−2λ
{
(c˙− ad) (c′ − bd) +
(
d˙+ ac
)
(d′ + bc)
}
· (2.74)
Ces composantes feront office de source de gravitation dans les e´quations d’Einstein (2.12).
Et cette source gravitationnelle du syste`me EYM de se de´cliner en plusieurs types :
• des termes purement e´lectromagne´tiques en(
b˙− a′
)2
mais n’agissant que dans la section non syme´trique de l’espace-temps ;
• des termes purement cine´tiques en
c˙2, d˙2
pour le champ de Higgs ;
• des termes de couplage en
a2c2, b2c2, · · ·
(et idem avec d) entre le champ abe´lien et le champ de Higgs. Ces deux derniers types,
ceux purement cine´tiques et ceux de couplage, proviennent de la de´rive´e covariante du
champ de Higgs dans (2.65) ;
• des termes de diffusion en
c
′2, · · ·
des composantes scalaires ;
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• des termes de dissipation en
c˙, · · ·
des composantes scalaires. On remarquera que ces termes disparaissent si on choisit la
jauge particulie`re ou` l’une des composantes du doublet s’annule. La pre´sente e´tude s’est
faite exclusivement dans cette jauge pour des raisons de simplicite´ et il pourrait eˆtre
inte´ressant d’e´tendre nos re´sultats au cas ge´ne´ral (cf. chapitre 5) ;
• des termes de self-interaction en
c2 + d2 − 1
entre les composantes du doublet de Higgs.
4 Solutions statiques a` syme´trie sphe´rique
Avant de pre´senter le mode`le d’univers homoge`ne et isotrope habite´ par ces champs de
Yang-Mills a` valeurs dans su(2), permettons-nous un survol non exhaustif de l’abondante
litte´rature traitant du syste`me EYM en 4 dimensions en vue de situer la proble´matique du
pre´sent travail au sein de la tre`s prolifique recherche sur ces e´quations.
L’influence des syme´tries de l’espace-temps sur les champs de jauge a e´te´ e´tudie´e en de´tails
dans de nombreux articles, notamment [FM80, HEN82, BF78]. La parame´trisation des po-
tentiels de jauge sous isotropie de l’espace a e´te´ obtenue pour la premie`re fois par Witten
[WIT77] et obtenue comme corollaire de la me´thode de´veloppe´e par Forgacs et Manton
dans [FM80]. Nous nous sommes d’ailleurs inspire´s de leur article pour la re´daction du pa-
ragraphe 2.2. Pour une introduction ge´ne´rale a` la the´orie EYM et a` ses principaux re´sultats,
le lecteur pourra consulter le papier de revue [GV99] dont les re´fe´rences ante´rieures a` 1999
sont assez comple`tes.
Les e´quations d’Einstein pour le champ gravitationnel en syme´trie sphe´rique sont un
grand classique et on pourra en trouver des discussions approfondies dans de nombreux
ouvrages de re´fe´rence, notamment [MTW73, LL61, TOL50, WEI72], avec parfois des pa-
rame´trisations plus restrictives de la me´trique (2.43). Quant aux e´quations de Yang-Mills
du groupe de jauge SU(2) en syme´trie sphe´rique, la re´fe´rence [KOU95] en donne une
de´rivation a` la fois pe´dagogique et minutieuse.
En ce qui concerne les re´sultats connus, des avance´es tre`s significatives sur le syste`me EYM
(a` syme´trie sphe´rique) ont e´te´ accomplies durant ces deux dernie`res de´cennies. On peut
toutefois avancer une re´partition des recherches autour de deux grands axes : les mode`les
asymptotiquement plats, souvent purement statiques, qui posse`dent des proprie´te´s tre`s
inte´ressantes pour la the´orie des trous noirs et, dans une moindre proportion, les mode`les
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a` caracte`re cosmologique. D’un point de vue mathe´matique un peu simpliste, on peut
conside´rer ces axes comme une approche simplifie´e du syste`me EYM a` syme´trie sphe´rique
dans la mesure ou` ils ne tiennent compte que d’une de´pendance strictement spatiale ou
temporelle des potentiels de jauge et de me´trique.
Dans le cas d’une configuration purement statique des champs EYM14, la relation (2.69)
des e´quations de Yang-Mills entraˆıne que la composante purement radiale b de la connexion
s’annule15. De ce fait, et a` moins de travailler dans une jauge particulie`re telle que la com-
posante e´lectrique a de la connexion s’annule e´galement (a→ a−∂t
(
Arc tg d
c
)
), les champs
de Yang-Mills statiques a` syme´trie sphe´rique ne contiennent donc que deux degre´s de li-
berte´ re´els d’une variable : a(χ) et c(χ) (d e´tant e´limine´ par transformation de jauge U(1)
le long de T3).
Il est alors possible de retrouver deux solutions analytiques exactes bien connues du syste`me
EYM statique. La premie`re est la solution de Schwarzschild bien connue ou` la connexion
de Yang-Mills est alors purement magne´tique (a = 0) et de´crite pat un unique potentiel
de jauge c trivial (c = 1). La ge´ome´trie est alors de´finie par
e2λ = χ2
et
N = e−2µ = 1− 2m
χ
ou` m est une constante (la masse ponctuelle du syste`me). La seconde est celle de Reissner-
Nordstro¨m (RN) ou` les potentiels de jauge prennent la forme
a = a(∞) +Q/χ
et c = 0. La ge´ome´trie de l’espace-temps est alors caracte´rise´e par les potentiels de me´trique
e2λ = χ2
et
N = e−2µ = 1− 2m
χ
+
Q2 + 1
χ2
ou` m et Q sont des constantes (la masse et la charge e´lectrique, respectivement) et ou` la
charge magne´tique est de valeur unite´ et s’ajoute a` sa consœur e´lectrique. Cette dernie`re
solution de´crit ce que l’on appelle des trous noirs colore´s. Elle consiste en une incrusta-
tion abe´lienne (cf. [GV99]) dans le sens ou` la connexion se re´duit a` une partie abe´lienne
A = adt+cos θdϕ (dyon U(1)) multiplie´e par la matrice constante T3. Ainsi, puisque U(1)
14Toutes les fonctions ne de´pendent que de la coordonne´e radiale χ.
15On prendra soin d’e´liminer au pre´alable la liberte´ de jauge U(1) re´siduelle en annulant identiquement,
par exemple, la fonction d.
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est un sous-groupe de SU(2), le syste`me EYM doit contenir les solutions de la the´orie
Einstein-Maxwell. Cependant, a` l’oppose´ de leurs contreparties abe´liennes, les solutions de
types trous noirs colore´s sont instables16. Ces trous noirs colore´s constituent le premier
exemple de violation de la conjecture des trous noirs chauves, comme nous le verrons ci-
apre`s.
La plupart des autres solutions du syste`me EYM statique sont seulement connues nume´ri-
quement, des preuves d’existence ayant toutefois pu eˆtre de´montre´es (voir [SW93, SW95b,
SWY93, SWYM91, SW95a]). On rencontre notamment les solutions du type particule et
les solutions du type trou noir.
4.1 Solutions du type particule
Ces solutions ont e´te´ mises en e´vidence pour la premie`re fois par Bartnik et McKinnon
en 1988 et furent d’autant plus surprenantes qu’aucune des deux the´ories sous-jacentes
(Einstein d’une part et Yang-Mills d’autre part), prises se´pare´ment n’exhibent de telles so-
lutions. Celles-ci sont caracte´rise´es par leur platitude asymptotique (pas d’e´nergie irradie´e
a` l’infini) tout en e´tant globalement re´gulie`res et stationnaires et sont souvent appele´es soli-
tons, meˆme s’il ne s’agit pas d’ondes, en vertu des proprie´te´s non line´aires des e´quations qui
les engendrent. Nous pouvons comprendre pourquoi en adoptant le raisonnement simple
suivant.
Les solutions statiques caracte´risent des e´tats d’e´quilibre, c’est-a`-dire des e´tats dans les-
quels les pressions totales se compensent. Or les champs de Yang-Mills sont purement
re´pulsifs, dans la mesure ou` la somme de leur pressions pi = T
i
i est globalement positive∑
i
pi = −T 00 = ρ ≥ 0,
en vertu de leur invariance conforme (la trace du tenseur e´nergie-impulsion s’annule identi-
quement). De ce fait, ils ne peuvent seuls exhiber de tels e´tats d’e´quilibre mais ceci n’est plus
vrai lorsqu’ils se couplent avec d’autres champs attractifs, tels que le champ gravitation-
nel (soliton de Bartnik-McKinnon) ou avec un champ de Higgs [BUR84, KB89, YAF90].
Cependant, la pre´sence d’interactions re´pulsive et attractive ne constitue gue`re qu’une
condition ne´cessaire mais pas suffisante comme des the´ore`mes de non-existence le prouvent
[HES87, GV99].
16Ces trous sont dit colore´s car leur charge e´lectrique provient d’un sous-groupe abe´lien d’un
groupe de jauge plus ge´ne´ral, a` la diffe´rence des solutions RN construites directement avec le champ
e´lectromagne´tique.
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La solution de Bartnik-McKinnon est caracte´rise´e par une configuration de jauge pure-
ment magne´tique :
a = b = 0,
dans la jauge d = 0, en vue d’e´viter les solutions abe´liennes incruste´es de´crites plus haut.
De plus, les fonctions de me´trique de cette solution sont partout re´gulie`res (y compris
en l’origine χ = 0 et sans pre´sence d’horizon). Ces solitons sont caracte´rise´s par trois
re´gions distinctes, en fonction du comportement de la charge effective Q(χ) dans l’e´quation
N(χ) = 1− 2m
χ
+ Q
2(χ)
χ2
:
• une re´gion inte´rieure pour laquelle la charge effective est ne´gligeable Q(χ) ≈ 0. Les po-
tentiels de jauge et de me´trique y sont approximativement constants (c(χ) ≈ 1, me´trique
plate N → constante, µ→ 0 si χ→ 0). Le tenseur e´nergie-impulsion y est isotrope, les
pressions radiale T 11 et tangentielle T
2
2 = T
3
3 y sont e´gales, ce qui correspond a` l’e´quation
d’e´tat d’un gaz de particules relativistes ρc2 = 3p avec ρ ∝ χ2. La transition avec la
re´gion suivante est caracte´rise´e par une grande valeur de la densite´ d’e´nergie, une rapide
croissance des fonctions de me´trique qui y atteignent quasiment leurs valeurs asympto-
tiques tandis que la charge effective atteint environ l’unite´.
• une re´gion interme´diaire dans laquelle la charge effective vaut 1. Le potentiel de jauge
est en bonne approximation celui du monopole magne´tique de Dirac c = 0 pour lequel
ρ = −pr = pt (pr = T 11 et pt = T 22 = T 33 sont les pressions radiale et tangentielle,
respectivement) avec ρ ∝ χ−4. La me´trique s’approche de celle de Reissner-Nordstro¨m
et la seconde zone de transition est caracte´rise´e par une charge effective rapidement
de´croissante vers ze´ro.
• une dernie`re zone pour laquelle les solutions sont approximativement celles de Schwarz-
schild. L’intensite´ du champ de jauge y de´croˆıt en 1/χ3 alors que les composantes
du tenseur e´nergie-impulsion sont caracte´rise´es par ρ = −pr = 3pt2 avec ρ ∝ χ−6. La
de´croissance polynoˆmiale des fonctions refle`te bien l’aspect sans masse des champs de
jauge.
Il existe en fait une famille infinie de solutions de ce type pour lesquelles le champ de jauge
c s’annule un nombre entier n de fois entre l’origine des coordonne´es et l’infini, ou` la valeur
du champ de jauge est de (−1)n. Il est important de noter que ces solutions sont instables
sous perturbation [GV99].
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4.2 Solutions de type trou noir
Ces solutions partagent des caracte´ristiques communes avec les particules de Bartnik et
McKinnon. Elles sont obtenues a` partir des meˆmes e´quations, en imposant, en plus de
la platitude asymptotique, l’existence d’un horizon des e´ve`nements (un rayon χh tel que
N(χh) = e
−µ(χh) = 0). Cependant, cet horizon n’est gue`re qu’une singularite´ de coor-
donne´es dans la mesure ou` on impose dans le meˆme temps que tous les invariants de cour-
bure, comme par exemple le scalaire de Kretschmann17, soient finis sur l’horizon χ = χh.
La re´gion exte´rieure a` l’horizon est alors caracte´rise´e par un champ de jauge non trivial et
une me´trique tendant asymptotiquement vers celle de Schwarzschild, semblable a` celle des
particules de Bartnik-McKinnon.
La solution ge´ne´rale s’obtient nume´riquement et est caracte´rise´e de la manie`re suivante. Le
champ de jauge c de´marre de l’horizon avec une certaine valeur borne´e et, apre`s un nombre
entier n d’oscillations autour de ze´ro, atteint sa valeur asymptotique de (−1)n. Pendant ce
temps, les composantes de la me´trique croissent de manie`re monotone avec le rayon vecteur
depuis une constante jusqu’a` une certaine valeur asymptotique ou` la ge´ome´trie est celle de
Schwarzschild. La masse apparaˆıt alors comme une fonction de la position de l’horizon et
du nombre de nœuds du champ de jauge.
En fait, nous avons affaire a` des trous noirs “chevelus”. En effet, l’intensite´ du champ
de Yang-Mills de´croˆıt encore en 1/χ3 de sorte que l’inte´grale du flux de l’intensite´ du
champ de jauge (celle du the´ore`me de Gauss) s’annule a` l’infini entraˆınant que le nombre
de nœuds n ne puisse pas eˆtre associe´ a` une sorte de “charge de Yang-Mills” du trou noir.
Ainsi, les trous noirs colore´s seraient de´ge´ne´re´s en ce sens que la donne´e de leurs masse,
moment angulaire et charge e´lectrique (et/ou magne´tique) ne suffit pas entie`rement a` les
caracte´riser, puisque le parame`tre du nombre de nœuds du champ ne re´sulte en aucune
charge observable. Or la conjecture “pas de cheveux” aurait voulu justement que les trous
noirs soient caracte´rise´s univoquement par ces grandeurs. On peut cependant montrer que
tous les trous noirs de la the´orie EYM, du moins les re´gions exte´rieures de ceux-ci, sont
instables sous perturbation radiale [GV99].
Quant a` la re´gion inte´rieure (χ ≤ χh), on prouve qu’elle ne posse`de pas d’horizons internes
et est habite´e de ce fait par une singularite´ de genre espace, comme le sugge`re d’ailleurs
l’hypothe`se de censure cosmique. La re´gion inte´rieure se de´cline en trois types distincts de
solutions locales, bien qu’aucun ne soit valable pour toute la re´gion : des solutions locales
avec singularite´ de type Schwarzschild (c et m polynoˆmiaux en χ), avec singularite´ de type
RN (c re´gulier en l’origine et m ∝ constante +1/χ) et un dernier type correspondant a` une
me´trique RN avec charge imaginaire. Les deux caracte´ristiques principales des solutions
17Cette quantite´ vaut la contraction RµνρσR
µνρσ .
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inte´rieures sont donc qu’elles ne posse`dent pas d’horizons internes et qu’elles ne pre´sentent
pas de comportement en puissance du rayon au voisinage de l’origine. Avec des me´thodes
d’inte´gration nume´rique, on montre que la re´gion interne voit les fonctions de me´trique et
le gradient c′ du potentiel de jauge osciller avec une amplitude et une fre´quence fortement
croissantes lorsque le syste`me approche la singularite´ centrale. Sur une e´chelle de distance
plus grande, le potentiel de jauge demeure quasiment constant. La structure oscillatoire
de la re´gion interne semble stable sous perturbation, a` l’inverse de la re´gion externe (cf.
[GV99]).
Comme le lecteur l’aura sans doute remarque´, ces proprie´te´s originales apparaissent en
complet de´saccord avec la physique usuelle des trous noirs et les diverses conjectures qui
lui sont associe´es. En effet, l’existence d’un champ de Yang-Mills exte´rieur au trou noir et
non trivialement nul viole la classification habituelle des trous noirs base´e sur les the´ore`mes
d’Hawking [HE73] ainsi que les the´ore`mes d’unicite´ des solutions de Schwarzschild et de
Reissner-Nordstro¨m. Tout d’abord, la classification des trous noirs est base´e sur le the´ore`me
de rigidite´ d’Hawking selon lequel un trou noir stationnaire est soit statique (sans horizon
en rotation) soit axisyme´trique. Les the´ore`mes d’Israel [ISR67] assurent sous des conditions
tre`s ge´ne´rales que la staticite´ implique la syme´trie sphe´rique et partant, que les solutions
de Schwarzschild et de RN sont uniques.
De meˆme, une se´rie de the´ore`mes d’unicite´ prouve que l’exigence de re´gularite´ de l’espace-
temps a` l’horizon des e´ve`nements ainsi que le comportement asymptotique spe´cifie´ par la
masse, la charge de Coulomb (monopoles e´lectrique ou magne´tique) et le moment angu-
laire de´terminent comple`tement la solution. La conjecture selon laquelle les trous noirs
n’ont pas de cheveux ge´ne´ralise ces the´ore`mes en pre´tendant que les seules caracte´ristiques
d’un trou noir sont celles associe´es a` une loi de Gauss, c’est-a`-dire justement une masse,
un moment angulaire et des charges e´lectrique ou magne´tique. Ainsi, un trou noir serait-
il uniquement de´termine´ par ces quatre donne´es qui fixeraient de manie`re univoque la
forme de l’espace-temps18 et ce, quelle que soit sa composition mate´rielle ou le type de
matie`re s’y engouffrant. Un trou noir aurait a` peu de choses pre`s exactement les meˆmes
spe´cifications qu’une particule e´le´mentaire. L’ide´e sous-jacente a` cette conjecture est que
seules des syme´tries physiques exactes, comme les syme´tries de jauge, peuvent survivre a`
cet e´ve`nement catastrophique qu’est l’effondrement gravitationnel.
Or le fait que les trous noirs EYM ne soient pas uniquement spe´cifie´s par leurs masse,
charge conserve´e et moment angulaire constitue une violation manifeste de la conjecture
“pas de cheveux”. En effet, les trous noirs colore´s constituent une famille e´tiquette´e par
18Solution de Schwarzschild pour un trou noir purement massif sans rotation, de Kerr s’il est en rotation,
de Reissner-Nordstro¨m pour un trou noir massif et charge´ sans moment angulaire et de Kerr-Newman pour
un trou noir muni des trois proprie´te´s (cf. [HE73]).
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des nombres de nœuds diffe´rents du champ de jauge. De plus, certains trous noirs EYM
statiques avec un horizon non de´ge´ne´re´ ne sont pas a` syme´trie sphe´rique [KK97], ce qui
montre que les the´ore`mes d’Israel ne se ge´ne´ralisent pas au cas non abe´lien. Ces proprie´te´s
particulie`res sont purement dues au fait que les solutions statiques constituent des e´tats
lie´s des deux champs non massifs et non line´aires en interaction que sont la gravitation et
le champ de Yang-Mills. En effet, ces solutions solitoniques ou de type trou noir n’existent
pas dans la the´orie minkowskienne.
Une possibilite´ de re´conciliation entre la conjecture pas de cheveux et l’existence de telles
solutions re´side peut-eˆtre dans leur instabilite´, en supposant que des trous noirs chevelus ne
puissent pas eˆtre forme´s a` l’issue d’un processus d’effondrement gravitationnel. Une autre
solution pourrait eˆtre de supposer que les trous noirs colore´s ne puissent pas eˆtre forme´s,
puisque cela supposerait une disparition de leur charge topologique durant l’effondrement.
4.3 Conclusion
Ces modifications tre`s importantes apporte´es a` la the´orie standard des trous noirs, dont
nous n’avons fait qu’entrevoir les grandes lignes, ont constitue´ la majeure partie de l’inte´reˆt
pour l’e´tude de champs de Yang-Mills gravitants, en pre´sence e´ventuellement d’autres
champs tels que des doublets de Higgs, des dilatons, etc. Une revue re´cente et tre`s comple`te
se trouve a` la re´fe´rence [GV99]. Un autre pan de la recherche a e´te´ celui consacre´ a` l’e´tude
des cosmologies habite´es par des champs de Yang-Mills. Ceci fera l’objet du rappel propose´
a` la section suivante.
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5 Cosmologies de Yang-Mills
5.1 Quelques re´sultats connus
Dans le registre cosmologique, on recense e´galement de nombreux travaux meˆlant les
champs de Yang-Mills aux mode`les cosmologiques. Les mode`les d’univers de Friedmann-
Lemaˆıtre dont le re´gime d’expansion est dicte´ par des champs de Yang-Mills a` valeurs
dans su(2) ont e´te´ traite´s comple`tement dans [GV91]. Cette solution sera explicite´e au
prochain paragraphe puisque nous nous attacherons a` de´crire le me´canisme d’instabilite´
gravitationnelle dans des univers de Yang-Mills a` partir de celle-ci. On en trouvait de´ja`
quelques caracte´ristiques au sein des re´fe´rences [HEN82, HOS84, CJ78, SD85]. De meˆme,
cette solution peut se ge´ne´raliser a` des groupes de jauge plus complexes [MM91, MMS93,
BMPV91, RT97] ; une approche quantique a e´te´ aborde´e dans [BM91, CdA94, KKLM95].
Plus re´cemment, Gal’tsov et al. [DGZZ02] ont e´tudie´ une ge´ne´ralisation des solutions
FLRW avec champs de jauge a` valeurs dans su(2) en utilisant l’action de Born-Infeld :
S = − 1
4pi
∫ {
R
4G
+ β2
(√
1 +
1
2β2
F aµνF
µν
a − 1
16β4
(∗F aµνF µνa )2 − 1
)}√−gd4x (2.75)
inspire´e de la the´orie des cordes. Cette action, qui se re´duit a` l’action EYM (2.4) pour
les basses e´nergies (β → ∞), n’est plus conforme´ment invariante. L’e´quation d’e´tat des
champs dont la dynamique est dicte´e par l’action (2.75) varie entre celle d’un fluide de
radiation ρ = 3p aux basses e´nergies et celle de la limite inflationnaire ρ = −3p au voisi-
nage de la singularite´ initiale. L’univers de´marre alors son expansion avec une acce´le´ration
nulle et entre progressivement dans sa phase de´ce´le´re´e en tendant asymtotiquement vers la
solution avec le couplage minimal (2.4) lorsque l’e´nergie est suffisamment dilue´e que pour
rendre les termes non line´aires de (2.75) ne´gligeables. Les champs de jauge, quant a` eux,
oscillent de la meˆme manie`re que dans le cas du couplage minimal, a` ceci pre`s que leurs
oscillations sont amorties pre`s de la singularite´.
Quant aux mode`les cosmologiques anisotropes, ils exhibent des caracte´ristiques chaotiques
dans le secteur de jauge alors que la partie ge´ome´trique s’isotropise au cours du temps
graˆce aux champs de Yang-Mills (voir les re´fe´rences [BL98, DK96, DK97, SCH99]). Enfin,
on signalera e´galement que des solutions exactes du syste`me EYM avec une me´trique in-
homoge`ne et de´pendante du temps ont e´te´ obtenues dans [SCK00], au prix d’hypothe`ses
contraignantes sur la me´trique et les potentiels de jauge conside´re´s.
Notre approche ici se voudra plus ge´ne´rale en ce sens que notre objectif est de de´river
des solutions nume´riques du syste`me EYM a` syme´trie sphe´rique de´pendant du temps en
se gardant, dans la mesure du possible, de recourir a` des hypothe`ses contraignantes. Cepen-
dant, la complexite´ des e´quations EYM ne se preˆte pas aise´ment a` l’inte´gration nume´rique
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directe. C’est pourquoi nous allons les remettre sous la forme d’un syste`me du premier
ordre par rapport au temps graˆce a` une approche hamiltonienne du formalisme EYM. Ceci
fera l’objet du chapitre suivant.
5.2 La solution homoge`ne et isotrope de Gal’tsov-Volkov
Re´solvons a` pre´sent les e´quations EYM pour un univers homoge`ne et isotrope de Friedmann-
Lemaˆıtre, caracte´rise´ par la me´trique
ds2 = R2(t)
{−dt2 + dχ2 + Σ2(χ)dΩ2} , (2.76)
ou`
Σ(χ) =


sinχ (k = +1),
χ (k = 0),
sinhχ (k = −1),
(2.77)
pour les mode`les d’univers ferme´ (k = +1), plat (k = 0) et ouvert (k = −1), respecti-
vement et ou` R(t) est appele´ le facteur d’expansion. Nous avons choisi ici de travailler
dans la jauge conforme N(χ, t) = R(t) en vue de faire apparaˆıtre l’invariance d’e´chelle
des e´quations de manie`re manifeste19. Les potentiels de jauge doivent a` pre´sent obe´ir au
pre´cepte d’homoge´ne´ite´ du cosmos, c’est-a`-dire que la connexion doit eˆtre en de´finitive
invariante sous le groupe G6 a` six parame`tres d’isome´tries spatiales, qui comprend non
seulement les rotations mais e´galement les translations.
Partant de la parame´trisation de Witten (2.55), on montre que la jauge suivante ame`ne la
plus grande simplification [GV91, DGZZ02]
a(χ, t) = − σ˙(t)Σ(χ)
√
1− kΣ2(χ)
1 + Σ2(χ) (σ2(t)− k)
b(χ, t) =
Σ2(χ)σ(t) (σ2(t)− k)
1 + Σ2(χ) (σ2(t)− k) (2.78)
c(χ, t) =
√
1 + Σ2(χ) (σ2(t)− k),
la fonction σ de´pendant uniquement du temps. Le dernier champ de jauge d peut eˆtre
annule´ par transformation de jauge (syme´trie de jauge U(1) re´siduelle). On trouvera a`
l’annexe C les de´tails de la de´rivation de la parame´trisation (2.78) ainsi que quelques com-
mentaires au sujet du choix de jauge d = 0 et de son incidence sur la dynamique des
champs de Yang-Mills homoge`nes et isotropes.
19Plus tard, nous utiliserons pour le champ scalaire la jauge synchrone N = 1. Le temps synchrone τ
sera donc donne´ par la relation dτ = R(t)dt.
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Dans la jauge (2.78), les e´quations de Yang-Mills (2.67-2.70) se re´duisent a` pre´sent a`
la seule relation
σ¨ + 2σ
(
σ2 − k) = 0 (2.79)
dans laquelle l’invariance conforme est manifeste (elle ne de´pend pas du facteur d’expansion
R(t)). La relation (2.79) admet comme inte´grale premie`re (en supposant σ˙ 6= 0) :
σ˙2 +
(
σ2 − k)2 = E , (2.80)
avec E une constante positive ou nulle. Les composantes du tenseur e´nergie-impulsion
(2.71-2.74) sont alors
T 00 = −
3E
2R4
(2.81)
T 11 =
E
2R4
T 22 = T
3
3 =
E
2R4
T 10 = 0
qui correspond bien a` l’e´quation d’e´tat d’un fluide parfait de radiation ρ = 3p. En effet, dans
la signature de me´trique (−,+,+,+), on a que T 00 = −ρ. De plus, dans le cas homoge`ne,
et dans ce cas seulement, les pressions radiale T 11 = pr et tangentielles T
2
2 = T
3
3 = pt sont
e´gales. L’e´quation d’e´tat barotrope ρ = 3p qui en re´sulte, reliquat observable de l’invariance
conforme des champs de Yang-Mills, permet de re´soudre aise´ment les e´quations d’Einstein
pour la me´trique (2.76) (cf. [LL61, AND70]) :
R(t) = βt (k = 0)
R(t) = β cos t (k = +1) (2.82)
R(t) = β sinh t (k = −1),(
β =
√
κ
2
E) ou encore, dans la jauge synchrone N = 1 (dτ = R(t)dt) :
R(τ) =
√
2βτ (k = 0)
R(τ) =
√
β2 − τ 2 (k = +1) (2.83)
R(τ) =
√
τ 2 − β2 (k = −1)·
A noter que, dans cette dernie`re jauge, les e´quations de Yang-Mills s’e´crivent
R2
d2σ(τ)
dτ 2
+
dR
dτ
R
dσ(τ)
dτ
+ 2σ
(
σ2 − k) = 0 (2.84)
dont l’inte´grale premie`re vaut a` pre´sent
R2
(
dσ
dτ
)2
+
(
σ2 − k)2 = E· (2.85)
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L’e´quation (2.79) gouvernant la dynamique de la partie temporelle des champs de jauge σ et
son inte´grale premie`re (2.80) repre´sentent l’oscillation d’une particule — que nous baptise-
rons particule de Gal’tsov-Volkov dans ce texte — dans le potentiel V (σ) = (σ2 − k)2. Bien
que l’e´quation (2.80) admette une solution analytique en termes de fonctions elliptiques,
nous nous contenterons de l’illustrer par quelques graphes (Figures 2.1 a` 2.8). Il importe de
noter que nous prenons par convention l’origine temporelle a` un temps poste´rieur au Big
Bang ou` nous posons le facteur d’expansion R e´gal a` l’unite´. Le taux d’expansion initial
est alors uniquement caracte´rise´ par la densite´ homoge`ne au de´part que nous de´noterons20
par ρB0 .
Les cosmologies homoge`nes et isotropes d’Einstein-Yang-Mills forment donc une famille ca-
racte´rise´e uniquement par la valeur de la constante E pour chaque signature de la ge´ome´trie
(k = +1, 0, −1). Cette constante repre´sente l’e´nergie totale de la particule de Gal’tsov-
Volkov dans la relation (2.79), e´nergie conserve´e en vertu de (2.81) et de l’e´quation de
conservation ∇µT µ0 = 0 qui admet comme solution ρR4 = constante. Dans le cas d’une
cosmologie ferme´e (k = +1), cette constante E de´termine le rayon maximal de l’univers.
La particule oscille alors entre deux minima topologiques (cf. Figure 2.1) que se´pare un
point selle. Pour E = 1 (cf. [HOS84]), ce point constitue une solution statique instable
et non triviale des e´quations de Yang-Mills et correspond en fait a` ce que l’on appelle
un sphaleron, solution me´ta-stable des the´ories de jauge en syme´trie sphe´rique. Ses pro-
prie´te´s topologiques peuvent eˆtre utilise´es afin d’e´valuer le taux de production de fermions
par anomalie axiale lors de la transition entre les deux secteurs topologiques σ = ±1 (cf.
[VOL94, DIN94, GS94]). Pour la meˆme valeur unite´ de la constante E , la particule de
Gal’tsov-Volkov demeure dans un e´tat d’e´quilibre stable e´galement dans une ge´ome´trie
ouverte (k = −1). On notera e´galement que, dans cette ge´ome´trie, il faut E ≥ 1 obliga-
toirement en vue d’avoir une solution re´elle, de meˆme que E ≥ 0 pour les deux autres
ge´ome´tries.
Dans les figures qui suivent, l’e´volution de σ(t) a e´te´ arreˆte´e au temps du Big Crunch
(Figures 2.2 et 2.3) pour les cosmologies ferme´es. Ces solutions sont donne´es ici en guise
d’illustration, nous rechercherons par la suite des solutions inhomoge`nes et de´pendantes du
temps autour de l’Ansatz (2.78) a` (2.80), en vue de caracte´riser l’instabilite´ gravitationnelle
des cosmologies de Yang-Mills.
20L’exposant B signifie background pour de´noter le fond cosmologique homoge`ne sur lequel nous ferons
croˆıtre, plus tard, des fluctuations.
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Figure 2.1 – Potentiel d’interaction de la particule de Gal’tsov-Volkov σ en fonction de la
signature de la ge´ome´trie (cf. (2.79))
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Figure 2.2 – Facteurs d’expansion R(t) pour les diffe´rentes ge´ome´tries (ρB = 2, R(0) = 1,
κ = 8pi)
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Figure 2.3 – Evolution au cours du temps de l’e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t)
correspondant aux facteurs d’expansion de la figure 2.2 (σ(0) = 0)
6 Conclusion
Apre`s avoir pre´sente´ comment les e´quations d’Einstein-Yang-Mills de´crivent la dynamique
d’une the´orie de jauge dans un espace-temps courbe´ par la pre´sence de celle-ci, nous avons
discute´ comment introduire dans ce contexte diverses syme´tries en vue de simplifier le
proble`me ge´ne´ral. Puis, nous avons particularise´ toutes ces notions au cas de la syme´trie
sphe´rique, puisque nous e´tudierons des mode`les isotropes jusqu’au chapitre 6 (inclu). Dans
le paragraphe 4, nous avons repris quelques-uns des re´sultats principaux de la litte´rature
sur ce sujet et situe´ notre approche originale parmi ceux-ci.
En effet, notre but est d’e´tudier l’instabilite´ gravitationnelle de champs de Yang-Mills
a` valeurs dans su(2), dans l’approximation d’un univers isotrope. Pour ce faire, il nous
faut non seulement connaˆıtre les e´quations EYM a` syme´trie sphe´rique mais e´galement la
solution qui de´crit un univers homoge`ne et isotrope contenant uniquement ces champs.
Celle-ci a e´te´ de´crite dans le de´tail au paragraphe pre´ce´dent.
Forts de ces acquis, il nous faut a` pre´sent nous attaquer a` de´river une solution des e´quations
EYM autour de celle de Gal’tsov-Volkov si nous voulons jamais percer les myste`res de l’in-
stabilite´ gravitationnelle du champ de jauge. Notre de´marche originale a e´te´ de ne pas
inte´grer directement les e´quations EYM pre´sente´es dans ce chapitre mais d’utiliser un ar-
tifice qui les fera apparaˆıtre plus affables, en recourant a` la formulation hamiltonienne des
e´quations susmentionne´es. De plus, il nous faudra e´galement introduire la the´orie usuelle
de l’instabilite´ gravitationnelle avant meˆme de nous plonger dans le me´canisme e´quivalent
pour les champs de jauge. C’est pourquoi nous proposons au lecteur deux de´tours un peu
longs mais nonobstant indispensables, le premier concernant le formalisme hamiltonien de
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Figure 2.4 – Composantes temporelle, radiale et angulaire a, b, c des champs de jauge pour
une ge´ome´trie ouverte (k = −1) tels que de´crits dans la jauge (2.78) (meˆmes parame`tres
qu’aux figures pre´ce´dentes)
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Figure 2.5 – Composantes temporelle, radiale et angulaire a, b, c des champs de jauge
pour une ge´ome´trie plate (k = 0) tels que de´crits dans la jauge (2.78) (meˆmes parame`tres
qu’aux figures pre´ce´dentes)
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Figure 2.6 – Composantes temporelle, radiale et angulaire a, b, c des champs de jauge pour
une ge´ome´trie ferme´e (k = +1) tels que de´crits dans la jauge (2.78) (meˆmes parame`tres
qu’aux figures pre´ce´dentes)
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Figure 2.7 – Facteur d’expansion R(t) et e´volution de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t)
coince´e autour du minimum topologique σMIN = +1 (cf. Figure 2.1, ρB = 1 σ0 = 1)
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Figure 2.8 – Composantes temporelle, radiale et angulaire a, b, c des champs de jauge
pour la particule oscillant dans autour du minimum topologique de la Figure 2.7 (univers
ferme´)
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la the´orie vue dans ce chapitre — ce sera notre chapitre 3, et le second, notre chapitre 4,
qui introduira le lecteur au me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle en ge´ne´ral.
Chapitre 3
Le syste`me Einstein-Yang-Mills
(EYM) en formalisme hamiltonien
”To gaze up from the ruins of the oppressive present towards the stars is to recognise the
indestructible world of laws, to strengthen faith in reason, to realise the ’harmonia mundi’
that transfuses all phenomena, and that never has been, nor will be, disturbed.”
H. Weyl, pre´face de ”Space Time Matter”, 1919.
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1 Approche hamiltonienne de la relativite´ ge´ne´rale
Historiquement, une approche hamiltonienne de la the´orie de la gravitation d’Einstein
avait e´te´ tente´e de`s le de´but des anne´es 30, dans le but avoue´ de lui appliquer toute la
machinerie de la me´canique quantique. Or ceci n’est pas imme´diat en vertu de la covariance
de la the´orie qui met sur le meˆme pied les variables spatiales et temporelle. En effet, une
approche hamiltonienne impliquerait de devoir choisir au pre´alable un parame`tre temporel.
Toutefois, en relativite´ ge´ne´rale, le temps est une coordonne´e qui ne se distingue pas de ses
consœurs spatiales. Les e´quations du champ de gravitation sont parfaitement invariantes
sous un me´lange quelconque de coordonne´es et donc un choix arbitraire d’une direction
temporelle briserait en quelque sorte la covariance de la the´orie en “orientant” les trajec-
toires dans l’espace-temps. De plus, la topologie re´sultante d’un de´coupage 3 + 1 est celle
d’un produit carte´sien de la droite re´elle avec une varie´te´ tridimensionnelle quelconque (cf.
[HAW79]), ce qui restreint conside´rablement les topologies possibles en relativite´ ge´ne´rale
en excluant par exemple les boucles de temps comme celles contenues dans les univers de
Go¨del1.
De plus, en attribuant de la sorte au temps le caracte`re absolu qu’il reveˆt usuellement en
formalisme hamiltonien, en le rendant inde´pendant de ses comparses spatiaux, on agrandit
errone´ment l’espace de phase du syste`me physique conside´re´. Il convient alors de com-
penser l’erreur introduite artificiellement par le choix d’un parame`tre temporel absolu en
introduisant des contraintes additionnelles reliant les variables a` leurs moments conjugue´s.
Une fois les coordonne´es fixe´es, la relativite´ ge´ne´rale (RG) se formule alors comme un
syste`me hamiltonien sous contraintes. Ces dernie`res expliquent comment l’espace est courbe´,
a` un moment fixe´, par la pre´sence de matie`re-e´nergie. Les e´quations d’Hamilton, quant a`
elles, dictent l’e´volution de la courbure, et donc du champ gravifique lui-meˆme, au cours du
temps. La gravitation elle-meˆme peut donc eˆtre conside´re´e comme l’histoire de la ge´ome´trie
d’une hypersurface spatiale dans l’espace-temps. En vue de construire un tel champ gra-
vitationnel, on doit tout d’abord se fixer un choix de coordonne´es (liberte´ de jauge de la
RG) avant de re´soudre le proble`me aux valeurs initiales — connu e´galement sous le nom de
proble`me de Cauchy — et d’entreprendre l’inte´gration des e´quations dynamiques le long
des trajectoires du syste`me de re´fe´rence choisi. En pre´sence de matie`re, on veillera a` ajouter
le proble`me aux valeurs initiales (si les champs mate´riels engendrent une repre´sentation
non triviale du groupe de Lorentz) et les e´quations d’e´volution re´gissant la dynamique
relativiste du champ mate´riel source de gravite´.
1Or cette topologie compacte pour le temps est de grande importance en gravitation quantique pour
de´crire notamment les diagrammes en boucles de fermions.
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La de´composition 3+1 de l’espace-temps (cf. [MTW73, LAF97, YOR78, SUN82]) s’effectue
au moyen des e´quations de Gauss-Codazzi en se´parant celui-ci en une famille d’hypersur-
faces de genre espace parame´trise´es par une variable temporelle. Ces tranches spatiales,
nommons-les Σ, de´finissent ainsi une stratification de l’espace-temps et peuvent eˆtre vues
localement comme les surfaces de niveau d’une fonction scalaire : le temps propre. La des-
cription de l’espace-temps en termes de cette stratification de´pend du choix des donne´es
initiales sur la 3-surface Σ0 (proble`me de Cauchy) et de la construction de la famille d’hy-
persurfaces Σ(t) a` partir de la propagation des donne´es initiales d’une tranche a` l’autre
via les e´quations du mouvement. Sur la Figure 3.1, on conside`re deux hypersurfaces infi-
Figure 3.1 – Deux tranches infinite´simalement proches de la de´composition 3 + 1 de
l’espace-temps. Le vecteur “temps” est donne´ comme combinaison line´aire du vecteur nor-
mal n et du shift vecteur βdt. Ce dernier est tangent aux hypersurfaces et repre´sente
la liberte´ de choix de coordonne´es spatiales qui re´sulte de la covariance de la the´orie
sur chacune d’elles. La distance entre chaque hypersurface est l’e´le´ment de temps propre
dτ = N dt. La figure repre´sente e´galement un coˆne de lumie`re centre´ sur l’observateur
dont on a repre´sente´ le temps propre. (D’apre`s J. YORK Jr [YOR78].)
nite´simalement proches Σ(t) et Σ(t + dt), chacune dote´e d’une 3-me´trique gij(t, x
k)2. On
peut re´e´crire la me´trique de l’espace-temps ds2 = gµνdx
µdxν sous la forme
ds2 = (−N2 +NiN i)dt2 + 2Nidxidt+ gijdxidxj, (3.1)
2Nous rappelons que les indices latins sont uniquement spatiaux alors que leurs e´quivalents grecs sont
spatio-temporels.
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dans laquelle les composantes N et N i sont appele´es les fonctions lapse et shift, respec-
tivement. La stratification est de´crite localement par une fonction scalaire τ telle que la
1-forme Ω = dτ de composantes Ωµ = τ;µ ait pour norme
||Ω||2 = gαβΩαΩβ = −N−2.
Ceci implique que la fonction lapse est strictement positive. Le temps propre τ se de´finit
comme le temps qui s’e´coule pour un observateur au repos dans les tranches Σ. Le vecteur
unitaire normal aux hypersurfaces est donne´ par ses coordonne´es
nα = −N gαβτ;β
et pointe donc localement dans la direction des temps propres croissants. Ce vecteur peut
e´galement eˆtre interpre´te´ comme la quadri-vitesse des observateurs comobiles3 dans les
hypersurfaces Σ. Un vecteur “temps” est alors n’importe quel vecteur de´fini par tα =
N nα +Nα, puisque Ni est un vecteur de genre espace, tangent aux hypersurfaces et donc
Nα nα = 0. Ainsi, le vecteur shift de´crit comment le syste`me de coordonne´es dans l’hyper-
surface Σ(t+ δt) a e´te´ translate´ par rapport au syste`me de coordonne´es de Σ(t) tandis que
la fonction lapse repre´sente la se´paration en temps propre entre les deux hypersurfaces,
mesure´e dans la direction normale de Σ(t + dt).
Nous disposons de`s lors en chaque point d’un vecteur spatial purement arbitraire N i qui
repre´sente les degre´s de liberte´ disponibles dans la description de l’espace-temps une fois
que la stratification (et le temps propre τ) a e´te´ prescrite. Au cours de l’e´volution des
hypersurfaces, il repre´sente la correction a` apporter au syste`me de coordonne´es spatiales
d’une tranche a` l’autre, correction arbitraire, propre a` chaque tranche, et qu’il conviendra
d’exploiter en vue d’e´liminer d’e´ventuelles et inde´sirables singularite´s. La liberte´ de jauge
de la relativite´ ge´ne´rale s’exprime alors par le choix des fonctions lapse et shift qui fixent
de´finitivement les coordonne´es de la stratification.
Une fois la se´paration 3 + 1 introduite, l’approche sugge´re´e par Arnowitt, Deser et Misner
(ADM) [ADM59, ADM62] consiste a` re´e´crire l’action d’Einstein-Hilbert (Λ = 0) :
S =
∫
LEH d4x = − 1
2κ
∫ √−gR d4x
sous une forme faisant explicitement apparaˆıtre les contraintes du formalisme hamiltonien4
S =
∫ ∫∫∫ (
piij∂0gij −NµHµ
)
dt d3x, (3.2)
3Que l’on nommera observateurs eule´riens.
4A la 3-divergence d’une fonction pre`s, que l’on suppose e´vanescente aux confins des sections spatiales
Σ. Pour une discussion des termes de surface sur les bords de l’espace-temps, on consultera [SUN82] et ses
re´fe´rences.
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ou` les composantes gij de la 3-me´trique sur les sections spatiales sont les variables ca-
noniques, les piij, de´finis par piij = ∂LEH
∂0gij
, sont leurs moments canoniquement conjugue´s
et ou` Hµ = (H, Hi) est le vecteur des ge´ne´rateurs infinite´simaux des transformations
de coordonne´es d’une hypersurface a` l’autre (H est appele´ le super-hamiltonien et ge´ne`re
les de´formations normales des hypersurfaces spatiales tandis que les Hi sont les super-
moments et ge´ne`rent les de´formations tangentielles des strates). Les hypersurfaces sont
alors de´termine´es par le tenseur de courbure intrinse`que (3)Rij (tenseur de Ricci a` 3 dimen-
sions) et par celui de courbure extrinse`que Kij de´fini a` partir des symboles de Christoffel
de seconde espe`ce :
Kij = −NΓ0ij · (3.3)
Ce tenseur de´crit comment les hypersurfaces Σ(t) doivent eˆtre incruste´es au sein de l’espace-
temps. Les moments conjugue´s peuvent s’e´crire en termes des composantes de ce tenseur
de courbure extrinse`que comme
piij =
√
(3)g
(
gijK ll −Kij
) · (3.4)
L’action (3.2) est celle d’un formalisme hamiltonien sous contraintes ou` il faut conside´rer
les fonctions lapse N et shift Ni comme les multiplicateurs de Lagrange du proble`me varia-
tionnel. Le super-hamiltonien H et les super-moments Hi sont donne´s par les expressions
suivantes
H = −
√
(3)gR− 1√
(3)g
(
1
2
(
piii
)2 − piijpiij) , (3.5)
Hi = −2piij|j (3.6)
ou` (3)g indique le de´terminant de la 3-me´trique et ou` R de´signe la contraction du 3-
tenseur de Ricci sur ces meˆmes hypersurfaces. A partir de l’action (3.2), on peut obtenir
l’e´quivalent hamiltonien (sous contraintes) des 10 e´quations d’Einstein de la gravitation
(2.12). En effet, la variation de (3.2) par rapport aux multiplicateurs de Lagrange (N,N i)
fournit les quatre contraintes qui, en pre´sence de matie`re, dicteront comment se courbent
les hypersurfaces a` un instant donne´ en fonction de la distribution de matie`re et d’e´nergie
tandis que la variation par rapport aux variables et a` leurs moments conjugue´s fourniront
six autres e´quations re´gissant l’e´volution de cette ge´ome´trie fixe´e par les contraintes.
En pre´sence de matie`re, l’action totale se re´e´crit
Stotal = SEH + Smat
avec
Smat =
∫
Lmat
√−gd4x,
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ce qui induit des termes de sources dans les e´quations d’Einstein par l’interme´diaire du
tenseur e´nergie-impulsion
Tµν =
2√−g
{
∂ (
√−gLmat)
∂gµν
− ∂
∂xρ
∂ (
√−gLmat)
∂gµν,ρ
}
·
En outre, dans le cas ou` la matie`re qui interagit gravitationnellement admet ses propres
contraintes (champ de spin supe´rieur a` 0, qui se transforme non trivialement sous le
groupe de Lorentz), les contraintes Hµ ≈ 0 se verront modifie´es par l’ajout des contraintes
mate´rielles : Hµ = HGµ +HMµ . L’additivite´ des contraintes est pre´sente dans la plupart des
the´ories physiques (cf. [SUN82]), comme ce sera le cas des champs de Yang-Mills que nous
examinerons au paragraphe suivant.
En de´finitive, les contraintes purement gravitationnelles s’e´crivent (cf. [LAF97]) :
H ≡ −
√
(3)gR− 1√
(3)g
(
1
2
(
piii
)2 − piijpiij) = −2κN2√(3)gT 00 (3.7)
Hi ≡ −piij|j = κN
√
(3)g
(
N iT00 + T
0i
)
(3.8)
alors que les e´quations d’Hamilton sont
∂0gij =
2N√
(3)g
(
piij − 1
2
pikkgij
)
+
(
Ni|j +Nj|i
)
(3.9)
∂0pi
ij = −N
√
(3)g
(
(3)Rij − 1
2
gijR
)
+
N
2
√
(3)g
gij
(
piklpikl − 1
2
(
pikk
)2)
− 2N√
(3)g
(
piikpijk −
1
2
pikkpi
ij
)
+
√
(3)g
(
N ,ij − gijgklN,kl
)
+
(
piijNk
)
,k
−N i,kpikj −N j,kpiki + κN
√
(3)g
(
T ij −N jN iT 00) · (3.10)
Le premier groupe (3.9) d’e´quations d’Hamilton, qui re´sulte de la variation de l’action par
rapport aux moments conjugue´s, restitue bien les de´finitions (3.4) des moments canoniques.
A partir de ces e´quations, l’e´tude hamiltonienne du champ de gravitation consiste a`
re´soudre le proble`me de Cauchy, moyennant la donne´e arbitraire de quelques valeurs ini-
tiales dans les couples (gij, pi
ij) a` comple´ter lors de la re´solution des contraintes. En principe,
si les contraintes sont ve´rifie´es sur l’hypersurface initiale, alors elles le resteront sur toute
hypersurface ulte´rieure, construites via les e´quations d’Hamilton. Ces contraintes sont en
effet conserve´es dans le temps en vertu des identite´s de Bianchi5. Aussi, la re´solution du
5Les contraintes purement gravitationnelles (Tµν = 0) : Hµ = 0 s’identifient aux e´quations d’Einstein
G 0µ = R
0
µ +
1
2
Rδ 0µ = 0
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proble`me de Cauchy ne devrait-elle avoir lieu qu’une seule fois en de´but d’imple´mentation,
les identite´s de Bianchi assurant leur ve´rification ulte´rieure.
Cependant, en vertu des erreurs nume´riques ine´luctables, il est bien connu (cf. [YS01,
YS02]) que les contraintes sont de plus en plus viole´es au cours d’une propagation nume´rique
des e´quations d’Einstein. Ceci est duˆ au fait que l’erreur ine´vitable commise par la re´solution
du proble`me de Cauchy se trouve amplifie´e au cours du temps a` cause des erreurs nume´riques
apparaissant lors de la propagation. Toutefois, diffe´rentes formulations hamiltoniennes (no-
tamment la formulation de York [YOR78], non canonique, mais habituellement utilise´e en
relativite´ nume´rique) reme´dient partiellement a` ce proble`me sans toutefois l’e´viter a` coup
suˆr. En fait, la stabilite´ nume´rique des algorithmes d’inte´gration nume´rique des e´quations
d’Einstein constitue un sujet d’e´tude bruˆlant.
Une fois le proble`me de Cauchy re´solu, les fonctions lapse et shift effectuent la conver-
sion des syste`mes de coordonne´es entre strates spatiales adjacentes. Un choix de jauge doit
s’effectuer en fixant la valeur de ces fonctions en vue de de´terminer les degre´s de liberte´
physiques du syste`me.
Voyons a` pre´sent comment e´crire une version hamiltonienne de la dynamique covariante
des champs de Yang-Mills .
avec G νµ le tenseur d’Einstein dont la divergence s’annule identiquement par construction. Ainsi, les
contraintes forment bien une inte´grale premie`re puisque G 0µ ,0 = 0 (cf. [SUN82]).
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2 Traitement hamiltonien des e´quations de YM
Notre but avoue´ en faisant usage du traitement hamiltonien du syste`me EYM est, rappelons-
le, d’obtenir un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles du premier ordre par rapport
au temps. En effet, ce genre de syste`me se preˆte plus volontiers a` un traitement nume´rique.
Cette se´paration temps-espace e´vite le traitement de´licat des de´rive´es croise´es et permet
d’utiliser de nombreuses me´thodes d’inte´gration nume´rique qui ont fait leurs preuves dans
d’autres domaines, comme par exemple la dynamique des fluides. Nous allons revoir dans
cette section le formalisme hamiltonien ge´ne´ral pour le syste`me EYM. Celui-ci s’obtient
a` partir d’une de´composition 3 + 1 des e´quations de Yang-Mills covariantes qui ont e´te´
pre´sente´es au chapitre 2. Le formalisme hamiltonien du syste`me EYM avait de´ja` fait l’objet
de recherches par Teitelboim et ses collaborateurs [CT76, TEI76] (on consultera e´galement
[SUN82] pour la formulation hamiltonienne de la the´orie covariante de Yang-Mills dans
l’espace-temps de Minkowski, i.e. en relativite´ restreinte). Cependant, les objectifs pre-
miers du formalisme hamiltonien diffe`rent des noˆtres, puisque le but initialement poursuivi
par ces auteurs e´tait d’achever la quantification canonique de la gravite´, e´ventuellement
couple´e a` des the´ories de jauge, et non la recherche de solutions nume´riques ge´ne´rales
aux e´quations du champ. De plus, ce formalisme n’est ni souvent repris ni utilise´ dans la
litte´rature re´cente.
Le champ de Yang-Mills est sujet a` ses propres contraintes en formalisme hamiltonien
et la structure vue au paragraphe pre´ce´dent doit d’abord eˆtre modifie´e en conse´quence.
Les variables canoniques du syste`me EYM complet sont les coefficients spatiaux de la
me´trique gij et de la connexion A
a
i (i = 1, 2, 3) tandis que les fonctions lapse N , shift Ni
et les potentiels e´lectriques Aa0 joueront le roˆle des multiplicateurs de Lagrange du forma-
lisme hamiltonien (sous contraintes) associe´. Ces multiplicateurs repre´senteront la liberte´
de jauge du syste`me EYM, c’est-a`-dire la liberte´ de faire des changements de coordonne´es
quelconques dans l’espace-temps de meˆme que celle d’effectuer des transformations de jauge
arbitraires durant l’e´volution du syste`me.
En de´finissant les moments purement gravitationnels piij par (3.4) et ceux purement de
jauge par
pij aA =
√
(3)g
N
(
gijF a0i −NkgijF aki
)
, (3.11)
on peut re´e´crire l’action (2.4) du syste`me EYM sous une forme hamiltonienne contrainte
(cf. [CT76, TEI76]) :
S =
∫ ∫ {
piij ∂0gij + pi
i a
A ∂0Ai a −NH−N iHi − Aa0Ga
}
dt d3x· (3.12)
Les ge´ne´rateurs des de´formations normaleH et tangentielles Hi des hypersurfaces spatiales
de l’incrustation, de meˆme que le ge´ne´rateur Ga des de´formations de la fibre (transforma-
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tions de jauge), sont a` pre´sent de´signe´s par
H = −√−g
[
R + g−1
(
1
2
pi2 − piijpiij
)]
+
√−g
2
gij
(
pij aA pi
j
A a + Bi aBia
) ≈ 0 (3.13)
Hi = −2pi ji |j + ijkpijA aBk a ≈ 0 (3.14)
Ga = piiA a,i + f cab piiA c Abi ≈ 0 (3.15)
ou` R est le scalaire de courbure de la section spatiale, pi de´signe la trace du tenseur piij
(pi = piii) et le vecteur Bia s’e´crit
Bi
a
=
1
2
ijk
(
Aka,j − Aja,k − fcbaAcjAbk
) · (3.16)
A partir de la de´composition 3+1 (3.12) de l’action (2.4) du syste`me EYM, il est possible
d’obtenir les deux groupes d’e´quations d’Hamilton en effectuant les variations par rapport
aux variables (gij, A
a
i ) et a` leurs moments conjugue´s (pi
ij, pii aA ), tout en ne´gligeant les
termes de bord. Comme la partie gravitationnelle a e´te´ e´crite au paragraphe pre´ce´dent,
nous nous contenterons d’e´crire ici la partie purement de jauge du formalisme hamiltonien
EYM complet.
A cette fin, reprenons la densite´ lagrangienne de Yang-Mills
LY M = −
√−g
4
gµαgνβF aµνFαβ a, (3.17)
que nous re´e´crivons de manie`re a` faire apparaˆıtre explicitement les parties temporelles et
spatiales en de´composition 3 + 1, en utilisant l’antisyme´trie du tenseur de Faraday,
LY M =
√
(3)g
2N
gijF a0iF0j a −
√
(3)g
N
F aikN
igjkF0j a +
√
(3)g
2N
F aijg
ikN jN lFkl a
−
√
(3)g
4N
F aijg
ikgjlFkl a. (3.18)
Le caracte`re vectoriel du champ de Yang-Mills entraˆıne l’existence de plusieurs potentiels
e´lectriques6 Aa0 qui seront autant de multiplicateurs de Lagrange pour le formalisme hamil-
tonien sous contraintes. Les variables canoniques sont les composantes magne´tiques Aai de
la connexion auxquelles on associe les moments conjugue´s (3.11). Graˆce a` cette de´finition,
il est aise´ de re´e´crire (3.18) sous la forme hamiltonienne suivante
LY M = pijaA F0j a −
N
2
√
(3)g
piiaA gijpi
i
A a −N ipijaA Fij a −
√
(3)g
4N
F aijg
ikgjlFkl a· (3.19)
6Le nombre de composantes temporelles — ou e´lectriques — est e´gal a` la dimension du groupe de jauge.
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En variant l’action construite a` partir de cette densite´ lagrangienne par rapport aux poten-
tiels e´lectriques Aa0 , magne´tiques A
a
i et a` leurs moments conjugue´s pi
i a
A , on trouve successi-
vement les contraintes, le premier groupe d’e´quations d’Hamilton e´quivalant a` la de´finition
des moments ci-dessus et le second groupe de´crivant l’e´volution dans le temps de ces mo-
ments. Dans le principe variationnel, on suppose que la variation des champs autour de la
solution stationnaire de´croˆıt suffisamment vite sur les bords des hypersurfaces spatiales de
sorte que l’on puisse ne´gliger ces termes de bord. Les contraintes s’e´crivent alors(
piiaA
)
,i
+ fa
bc
Abipi
ic
A = 0 (3.20)
(∀a = 1, · · · , dim(G)), conforme´ment a` (3.15). Quant aux deux groupes d’e´quations d’Ha-
milton, nous obtenons, apre`s un calcul un peu long,
∂0A
a
i =
N√
(3)g
gijpi
ja
A + A
a
0,i − fabcAb0Aci +NkgijgljF akl (3.21)
∂0pi
ia
A = −fabcAb0piicA +
1
2
(
N
√
(3)g
[
gjkgilAal,k + g
ikgjlAak,l
])
,j
−N
√
(3)g
2
(
fa c
b
fdecA
b
jA
d
kA
e
l g
ikgjl + f ac
b
fdecA
b
jA
d
kA
e
l g
jkgil
)
+
N
√
(3)g
2
(
Ack,j − Acj,k
)
fa
bc
Abl g
ikgjl
+
N
√
(3)g
2
(
Ack,j − Acj,k
)
f a
b c
Abl g
klgij
−
(
N
√
(3)g
[
gjkgilAak,l + g
ikgjlf a
bc
AbkA
c
l
])
,j
+
(
N jpiiaA −N ipijaA
)
,j
−N jpiicA f ab cAbj −N ipijcA fabcAbj (3.22)
ou` la virgule de´signe encore une fois la de´rive´e partielle par rapport a` la variable concerne´e
(∀a = 1, · · · , dim(G), ∀i = 1, 2, 3).
Ces e´quations quelque peu rustres forment l’e´quivalent hamiltonien des e´quations de Yang-
Mills covariantes pour n’importe quel groupe de jauge. La de´marche pour les re´soudre est
tout a` fait similaire a` celle du syste`me ADM pour la relativite´ ge´ne´rale et se de´cline en
un proble`me de Cauchy pour la re´solution de (3.20) suivi d’une propagation des e´quations
d’Hamilton (3.21-3.22).
En pratique et pour des raisons e´videntes de simplicite´, il conviendra en premier lieu
d’imposer la parame´trisation justifie´e par les syme´tries propres au proble`me conside´re´,
tant pour la me´trique que pour les potentiels de jauge, avant d’e´crire les e´quations ha-
miltoniennes sous contraintes. Une fois la syme´trie impose´e et les e´quations obtenues par
principe variationnel, on imposera les conditions de jauge : choix des fonctions lapse N et
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shift N i pour la stratification de l’espace-temps et fixation d’une jauge confortable pour
les champs de Yang-Mills, par exemple en fixant les potentiels e´lectriques Aa0 .
Toutefois, les e´quations ge´ne´rales e´tablies ici mettent en e´vidence la singulie`re complexite´
des champs de jauge non abe´liens (Yang-Mills) par rapport a` leurs homologues abe´liens
(Maxwell). En effet, pour ces derniers, les constantes de structure du groupe fabc sont
identiquement nulles ce qui implique la contrainte suivante(
piiaA
)
,i
= 0. (3.23)
Cette dernie`re constitue en fait le premier groupe des e´quations de Maxwell, en vertu
de la de´finition des moments (3.11). Les meˆmes arguments s’appliquent au second groupe
d’e´quations d’Hamilton (3.22) pour retrouver le second groupe d’e´quations de Maxwell. En
toute ge´ne´ralite´, on peut montrer (cf. [SUN82]) que les contraintes associe´es aux e´quations
de Yang-Mills forment, de manie`re surprenante, le premier groupe d’e´quations du champ.
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3 Syste`me EYM hamiltonien en syme´trie sphe´rique
3.1 Secteur gravitationnel et conditions de jauge
Les e´quations ADM pour la me´trique (2.43) peuvent eˆtre trouve´es dans [MDT83, BCMN72]7.
Nous nous contenterons ici de les rappeler. Les variables canoniques de la ge´ome´trie sont
les suivantes
gij =


e2µ 0 0
0 e2λ 0
0 0 e2λ

 (3.24)
avec λ et µ des fonctions des coordonne´es χ et t. On travaille dans la base de vecteurs
Xt = ∂t, Xχ = ∂χ, Xθ = ∂θ, Xϕ = (1/ sin θ)∂ϕ. Dans cette base, les moments conjugue´s
sont donne´s par
piij =


e−2µ
piµ
2
0 0
0 e−2λ
piλ
4
0
0 0 e−2λ
piλ
4

 · (3.25)
L’action d’Einstein-Hilbert a` syme´trie sphe´rique s’e´crit, sous forme hamiltonienne,
S = 4pi
∫ ∫ (
µ˙piµ + λ˙piλ −NH−Nχ Hχ
)
dt dχ (3.26)
avec le super-hamiltonien :
H = e
−µ−2λ
8
[
8 e4λ
(
−4µ′λ′ + 6λ′2 + 4λ′′
)
− 16 e2µ+2λ + pi2µ − 2piµpiλ
]
(3.27)
et le super-moment :
Hχ = e−2µ(µ′piµ + λ′piλ − pi′µ)·
7Ou` les auteurs ne conside`rent pas non plus les termes de surface.
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Les e´quations d’Hamilton s’e´crivent alors (sans termes de matie`re)
µ˙ =
1
4
e−µ−2λ
{
N(piµ − piλ) + 4eµ+2λ(µ′Nχ +Nχ′)
}
(3.28)
λ˙ =
1
4
e−µ−2λ
{−Npiµ + 4eµ+2λNχλ′} (3.29)
piµ =
1
8
e−µ−2λ
{
16Ne2λ(e2µ − λ′2e2λ) +Npiµ(piµ − 2piλ)− 32e4λλ′N ′
+8eµ+2λ(Nχpi
′
µ +N
χ′piµ)
}
(3.30)
piλ =
1
4
e−µ−2λ
{
16Ne4λ(µ′λ′ − λ′2 − λ′′) +Npiµ(piµ − 2piλ) + 16N ′e4λ(µ′ − λ′)
−16N ′′e4λ + 4eµ+2λ(Nχpi′λ +Nχ
′
piλ)
}
, (3.31)
avec Nχ = e2µNχ.
Avant d’aller plus loin, fixons d’emble´e le syste`me de coordonne´es dans lequel nous tra-
vaillerons. Il existe plusieurs manie`res de choisir la jauge du champ gravitationnel (ou le
type de stratification) en fonction du proble`me e´tudie´. En voici quelques exemples :
• Le de´coupage ge´ode´sique (geodesic slicing) est le plus simple. Il consiste a` se placer
dans un re´fe´rentiel synchrone (cf. [PEE93, LL61]) : N = 1, Nχ = 0. Cependant, ce
de´coupage de l’espace-temps exhibe une forte tendance a` produire des singularite´s de
coordonne´es [SY78] et s’ave`re utile uniquement pour les syste`mes faiblement gravitants.
• Le de´coupage harmonique (harmonic slicing) obe´it a` la condition
N˙ = −N2K,
ou` K est la trace du tenseur de courbure extrinse`que. Ce de´coupage est en fait un cas
particulier d’une classe de conditions de jauge appele´es alge´briques (algebraic slicing,
parce que la fonction lapse recherche´e est alge´brique en le de´terminant de la 3-me´trique) :(
∂t −N i∂i
)
N = −f(N)N 2 K
ou` f est une fonction positive arbitraire.
• Le de´coupage maximal (maximal slicing) est la condition la plus utilise´e en relativite´
nume´rique (pour les simulations de coalescence d’e´toiles a` neutrons ou de trous noirs,
entre autres). Il se traduit par la condition
K = 0
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que l’on renforce habituellement par
K(t = 0) = ∂tK = 0
ce qui se rame`ne apre`s manipulation (graˆce au second groupe d’e´quations d’Hamilton
et a` la contrainte sur l’e´nergie dans la formulation de York [YOR78]) a` une e´quation de
Poisson avec source pour la fonction lapse N 8.
Pour une introduction ge´ne´rale a` cette science en soi qu’est la relativite´ nume´rique, on
consultera l’article de revue [SS99].
Comme nous sommes inte´resse´s ici par le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle autour
de la solution de Gal’tsov-Volkov, nous avons choisi de modifier la condition de jauge
ge´ode´sique, efficace en champ faible, de la manie`re suivante :
N(χ, t) = R(t)
Ni(χ, t) = 0, (3.32)
ou` R(t) est le facteur d’expansion, solution de l’e´quation de Friedmann et qui de´crit
l’e´volution des univers homoge`nes et isotropes. Nous baptisons cette condition le de´coupage
conforme ou tout simplement jauge conforme. Elle sera particulie`rement adapte´e aux
champs de Yang-Mills pour les raisons vues au chapitre pre´ce´dent. Il est important de
faire remarquer que ce choix de jauge, s’il influence les valeurs calcule´es des coefficients de
la me´trique, ne change en aucune manie`re les grandeurs observables (tenseur d’Einstein,
e´nergie-impulsion, etc.) et donc les re´sultats physiques. Comme en e´lectromagne´tisme et
en me´canique classique, ce choix de coordonne´es est une pure question de commodite´, fort
heureusement.
3.2 Secteur de jauge
Dans la parame´trisation de Witten (2.55) des champs de jauge de´rivant du groupe SU(2)
a` syme´trie sphe´rique, il y a trois variables canoniques : les potentiels magne´tiques A31 = b,
A12 = A
2
3/ sin θ = c et A
2
2 = −A13/ sin θ = d, et un multiplicateur de Lagrange, a` savoir le
potentiel e´lectrique A30 = a. Les moments conjugue´s a` ces trois variables canoniques sont
alors donne´s par l’e´quation (3.11), en tenant compte de la jauge conforme (3.32) et des
8Cette e´quation se re´duit a` l’e´quation de Newton pour le potentiel gravifique dans la limite non relati-
viste.
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composantes (2.62) du tenseur du champ de Yang-Mills :
pib =
e−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)
pic =
eµ
N
(c˙− ad) (3.33)
pid =
eµ
N
(
d˙+ ac
)
(ou` nous avons implicitement pose´ que pib = pi
13
A / sin θ et des de´finitions analogues pour pic
and pid). Remarquons d’emble´e que si nous proce´dons au changement de variables suivant
a = α + ψ˙
b = β + ψ′
c = γ sinψ
d = γ cosψ,
avec α, β, γ et ψ des fonctions arbitraires des coordonne´es χ et t, les moments conjugue´s
se re´e´crivent
pib =
e−µ+2λ
N
(
β˙ − α′
)
(3.34)
pic =
eµ
N
(γ˙ sinψ − αγ cosψ) (3.35)
pid =
eµ
N
(γ˙ cosψ + αγ sinψ) · (3.36)
Aussi, la variable ψ n’est pas une variable dynamique, puisque ses de´rive´es n’interviennent
pas dans la de´finition des moments, et repre´sente donc un pur degre´ de liberte´ de jauge.
En effectuant la variation de l’action par rapport au multiplicateur a, aux variables ca-
noniques b, c, d et a` leurs moments conjugue´s pib, pic et pid, on trouve respectivement la
contrainte, le premier et le second groupes d’e´quations d’Hamilton. Il nous est loisible, une
fois l’annulation des variations impose´e, de nous de´barrasser du degre´ de liberte´ de jauge
pure en choisissant ψ = pi
2
. Ceci revient a` annuler la phase du champ scalaire complexe ω
de l’e´quation (2.53), puisque
arg(ω) =
pi
2
− ψ·
Ce faisant, on annulera e´galement la composante d du doublet scalaire tandis que son
moment conjugue´ pid deviendra
pid =
eµ
N
αγ·
Le pendant hamiltonien des e´quations de Yang-Mills covariantes (2.67-2.70) s’e´crit alors :
G3 = pi′b + 2
eµ
N
ac2 = 0, (3.37)
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pour la contrainte, et pour les e´quations d’Hamilton
b˙ = a′ +Neµ−2λpib
c˙ = Ne−µpic
pib = −2Ne−µbc2 (3.38)
pic =
eµ
N
a2c+
(
Ne−µc′
)′ −Ne−µb2c−Neµ−2λc(c2 − 1)
a˙ = N2 e−2µ
(
b′ + 2
bc′
c
− µ′ b
)
− 2N e−µapic
c
− N
4
e−µ−2λ(piµ − piλ)a
+
N˙
N
a·
L’e´quivalence est d’ailleurs e´vidente lorsque l’on remplac¸e la de´finition des moments (3.33)
dans les e´quations de Yang-Mills (2.67-2.70).
En vue de parachever la description comple`te du champ de jauge en des termes hamil-
toniens, il nous reste a` re´e´crire les composantes du tenseur e´nergie-impulsion (2.71-2.74)
en fonction des variables canoniques dans la jauge choisie (d = 0). Ce qui nous donne
T 00 = −e−4λ
pi2b
2
− e−2λ−2µpi2c −
c
′2N2 + e2µa2c2 +N2b2c2
N2
e−2λ−2µ
−e−4λ (c
2 − 1)2
2
(3.39)
T 11 = −e−4λ
pi2b
2
+ e−2λ−2µpi2c +
c
′2N2 + e2µa2c2 +N2b2c2
N2
e−2λ−2µ
−e−4λ (c
2 − 1)2
2
(3.40)
T 22 =
e−4λ
2
(
pi2b + (c
2 − 1)2) (3.41)
T 01 = −2
e−2λ
N2
(
Ne−µpicc
′ + abc2
)
= −N−2e2µT 10 · (3.42)
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4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons obtenu l’e´quivalent hamiltonien de la formulation lagran-
gienne usuelle du syste`me EYM (qui faisait l’objet du chapitre pre´ce´dent). Les e´quations
pre´sente´es ici sont plus propices a` l’inte´gration nume´rique dans le cas ge´ne´ral inhomoge`ne
et de´pendant du temps que leurs homologues habituelles.
Aux chapitres 4 et 5, nous nous proposons d’e´tablir un algorithme d’inte´gration de ces
e´quations propre a` e´tudier l’instabilite´ gravitationnelle de divers champs mate´riels. En
vue de tester cet algorithme sur un cas d’espe`ce, nous rede´couvrirons au chapitre 4 le
me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle d’un univers rempli d’un fluide de matie`re dont le
traitement perturbatif est bien connu.
Ensuite, nous pourrons e´largir cette me´thode au cours du chapitre 5 en ajoutant les
e´quations du champ de jauge a` la dynamique gravitationnelle pour e´tudier l’instabilite´
gravitationnelle autour de la solution de Gal’tsov-Volkov. Par cette expression, nous en-
tendons la conside´ration d’une perturbation des distributions initiales des champs sans la
moindre line´arisation des e´quations.
L’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle du champ scalaire sera ensuite envisage´e avec
la meˆme me´thode au chapitre 6 en vue de mettre en e´vidence les diffe´rences entre ce
me´canisme et celui qui dicte l’instabilite´ des champs de jauge. Cette comparaison n’est tou-
tefois pas de´nue´e de fondement puisque, comme nous l’avons vu au chapitre pre´ce´dent, les
champs de Yang-Mills se re´duisent a` un mode`le particulier de champ scalaire interagissant
avec un champ e´lectromagne´tique a` deux dimensions. Cependant, l’invariance conforme des
champs de jauge (et du mode`le de Higgs abe´lien qui le constitue en syme´trie sphe´rique)
ne sera pas partage´e par le champ scalaire que nous conside´rerons. Les me´canismes d’in-
stabilite´ gravitationnelle qui en re´sulteront seront donc re´gis par des principes diffe´rents,
meˆme si certaines caracte´ristiques demeureront communes.
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Chapitre 4
The´orie relativiste de l’instabilite´
gravitationnelle
”From the first developments of modern cosmology people have recognized that an
important part of cosmology is the large-scale clustering of matter in galaxies and clusters
of galaxies.”
P. J. E. Peebles, [PEE80].
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1 Rappels
1.1 Le mode`le cosmologique inhomoge`ne de Lemaˆıtre-Tolman
De nombreuses caracte´ristiques du me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle peuvent eˆtre
e´tudie´es de manie`re relativiste par un mode`le simple ou` les fluctuations de densite´ arborent
une syme´trie sphe´rique. Cette e´tude peut eˆtre consulte´e aux re´fe´rences [PEE80, PEE93]
et se base principalement sur le mode`le cosmologique inhomoge`ne de Lemaˆıtre-Tolman
[LEM33, TOL34]. Bien que ce mode`le ne nous soit de peu d’utilite´ par la suite, nous
l’avons tout de meˆme repris dans ce chapitre tant pour l’inte´reˆt historique qu’il pre´sente
que pour la remarque qu’il nous permet de sugge´rer au sujet de l’effondrement gravitation-
nel de sphe`res sous-tendues par des pressions localement anisotropes. Cette caracte´ristique
est arbore´e, en effet, tant par les champs de Yang-Mills pre´sente´s auparavant que par le
champ scalaire du chapitre 6. Le lecteur presse´ pourra tout de fois passer sans crainte ce
paragraphe au profit du suivant (1.2).
Les e´quations du mode`le et leurs solutions sous forme parame´trique ont e´te´ donne´es par
Lemaˆıtre de`s 1933 [LEM33] et reprises par Tolman en 1934 [TOL34]. Nous allons en faire la
de´rivation comple`te dans un instant. Pour une revue assez comple`te de nombreux mode`les
inhomoge`nes, on consultera la re´fe´rence [KRA97].
Le mode`le cosmologique inhomoge`ne de Lemaˆıtre-Tolman [LEM33, TOL34] de´crit com-
ment un champ gravitationel a` syme´trie sphe´rique caracte´rise´ par la me´trique (2.43) en
coordonne´es synchrones (N = 1, Nχ = 0) est engendre´ par un fluide de poussie`res dont le
tenseur e´nergie-impulsion vaut :
T νµ = diag(−ρ, 0, 0, 0). (4.1)
Il est possible de trouver une solution analytique aux e´quations d’Einstein construites a`
partir des grandeurs donne´es au chapitre 2 en remarquant tout d’abord que la diagonalite´
du tenseur e´nergie-impulsion entraˆıne que
G01 = G
1
0 = κT
0
1 = 0
(avec Gνµ les composantes mixtes du tenseur d’Einstein G
ν
µ = R
ν
µ − 12Rδνµ) c’est-a`-dire
−λ˙′ − 2λ′λ˙+ λ′µ˙ = 0. (4.2)
L’e´quation (4.2) se re´duit aise´ment a` une inte´grale premie`re par rapport au temps en la
divisant membre a` membre par λ′ :
−µ˙ + 2 λ˙
′
λ′
+ λ˙ = 0,
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que l’on peut trivialement re´e´crire sous la forme d’une inte´grale premie`re :
∂
∂t
[−µ + ln(λ′2) + λ] = 0,
et enfin inte´grer par rapport a` t et remettre sous une forme inte´ressante pour la simplifi-
cation des autres e´quations du champ :
eµ = eλ
λ
′2
4(1 + 2E(χ))
, (4.3)
ou` E(χ) est une fonction arbitraire de la coordonne´e χ re´pondant a` la seule condition que
1 + 2E(χ) ≥ 0 ∀χ. Cette fonction E arbitraire a e´te´ baptise´e fonction d’e´nergie totale
pour des raisons qui apparaˆıtront limpides dans un instant.
Proce´dons a` pre´sent au changement de variables suivant :
r(χ, t) = eµ/2, (4.4)
ou` r sera maintenant le “rayon vecteur” de´fini de telle sorte que 2pir soit la longueur
de la circonfe´rence dont le centre se situe a` l’origine des coordonne´es r = χ = 0. Deux
e´ve`nements simultane´s (dt = 0) situe´ a` la meˆme coordonne´e comobile (dχ = 0) sont sur
une sphe`re de rayon r centre´e en l’origine des coordonne´es.
Ceci conduit a` la me´trique de Lemaˆıtre-Tolman :
ds2 = dt2 − r
′(χ, t)
1 + 2E(χ)
dχ2 + r2(χ, t)
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2
)
. (4.5)
L’e´quation d’Einstein G00 = κT
0
0 se rame`ne alors a` une inte´grale premie`re :
r˙2 =
2M(χ)
r
+ 2E(χ) +
Λ
3
r2, (4.6)
ou` M(χ) est une fonction arbitraire re´sultant de l’inte´gration par rapport a` t qui est
appele´e la fonction de masse de Misner-Sharp du mode`le de Lemaˆıtre-Tolman puisqu’elle
repre´sente la quantite´ de matie`re enferme´e dans une sphe`re de rayon r(χ, t). En effet, en
utilisant l’inte´grale premie`re (4.6) comme de´finition de M , l’e´quation d’Einstein G00 = κT
0
0
devient
4piρ =
M ′(χ)
r2 r′
, (4.7)
ou encore
M(χ) =
∫ r
0
4piρr2dr (4.8)
ou` l’on peut reconnaˆıtre la de´finition de la masse en syme´trie sphe´rique.
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En fait, l’e´quation (4.6) porte le nom d’e´quation de Friedmann ge´ne´ralise´e en rapport
avec la ce´le`bre e´quation de Friedmann des cosmologies homoge`nes :
H2 =
(
R˙
R
)2
=
κρ
3
− k
R2
+
Λ
3
, (4.9)
ou` R(t) est le facteur d’expansion et k la courbure normalise´e de l’espace-temps.
Dans le cas d’univers rempli d’un fluide de matie`re a` pression quelconque, la seconde
e´quation d’Einstein G11 = κT
1
1 s’e´crit, avec la de´finition de la masse introduite ci-dessus,
comme
4pip =
M˙(χ, t)
r2 r˙
. (4.10)
Si nous supposons a` pre´sent que la constante cosmologique est nulle (Λ = 0) et que la pres-
sion est ne´gligeable (p = 0), nous obtenons les solutions analytiques suivantes de l’e´quation
de Friedmann ge´ne´ralise´e (4.6) :
• si E < 0 (re´gion elliptique) :
r(χ, t) =
M
2E
(1− cos η)
(t− tB(χ)) = M
(−2E) 32 (η − sin η); (4.11)
• si E = 0 (re´gion euclidienne) :
r(χ, t) =
{
9
2
M(t− tB(χ))2
}1/3
; (4.12)
• si E > 0 (re´gion hyperbolique) :
r(χ, t) =
M
2E
(cosh η − 1)
(t− tB(χ)) = M
(2E)
3
2
(sinh η − η), (4.13)
ou` η est un parame`tre et tB(χ) est une fonction arbitraire re´sultant de l’inte´gration. Cette
dernie`re fonction s’appelle le “temps du Bang” (”the bang time”), c’est-a`-dire le moment
de la singularite´ initiale.
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Ces solutions analytiques sont a` comparer avec celles de l’e´quation de Friedmann (4.9)
des mode`les homoge`nes avec Λ = 0 :
• si k = +1 (univers elliptique) :
R(t) = M(1− cos η)
t = M(η − sin η); (4.14)
• si k = 0 (univers euclidien) :
R(t) =
{
9
2
Mt2
}1/3
; (4.15)
• si k = −1 (univers hyperbolique) :
R(t) = M(cosh η − 1)
t = M(sinh η − η), (4.16)
ou` η est toujours un parame`tre et ou` le temps du Bang, tB, a e´te´ pose´ e´gal a` ze´ro. Dans
ce cas, la constante M vaut
κρ0R
3
0
6
.
D’un point de vue historique, il importe de noter que les e´quations du mode`le et leurs
solutions sous forme parame´trique ont e´te´ donne´es par Lemaˆıtre de`s 1933 [LEM33] et re-
prises par Tolman en 1934 [TOL34].
De plus, Lemaˆıtre a conside´re´ en 1933 [LEM33] le tenseur e´nergie-impulsion, le plus ge´ne´ral,
qui soit compatible avec la syme´trie sphe´rique de la section spatiale de la me´trique :
T νµ = diag (−ρ, pr, pt, pt) (4.17)
ou` pr et pt de´signent respectivement les composantes radiale et tangentielle de la pression.
Il en a meˆme propose´ quelques solutions analytiques. L’anisotropie locale des pressions du
tenseur (4.17) modifie notablement les solutions de la relativite´ ge´ne´rale pour un fluide de
pressions isotropes. Pour une revue, on consultera la re´fe´rence [HS97]. En l’absence d’une
e´quation d’e´tat p = p(ρ) plus pre´cise, il est impossible de re´soudre comple`tement (meˆme
nume´riquement) les e´quations d’Einstein dont la source est constitue´e par un tel “fluide”
aux pressions anisotropes. Or cette anisotropie semble essentielle pour caracte´riser certains
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corps tre`s denses comme les e´toiles a` neutrons dont les couches superficielles ressemblent
davantage a` un cristal qu’a` un fluide. Le syste`me EYM donne lui aussi une le´gitimite´ a`
l’ide´e de Lemaˆıtre en fournissant une e´quation d’e´tat de pressions localement anisotropes
en termes des potentiels de jauge. Et, malgre´ l’invariance conforme des champs de Yang-
Mills relative au caracte`re radiatif de ces champs, l’anisotropie locale de leurs pressions
rend leur me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle plus complexe que dans le simple cas
d’un gaz de photons (champ de YM abe´lien) a` l’e´quilibre thermodynamique.
Il est toutefois utile de noter que, malgre´ son aˆge, le mode`le de Lemaˆıtre-Tolman mo-
tive encore des recherches scientifiques, que cela soit dans le cadre de ses singularite´s
[KRA97, HL85], dans le contexte de l’effondrement gravitationnel a` syme´trie sphe´rique
et ses variantes avec un fluide de pressions localement anisotropes [GAI01, HS97, FGL02]
ou encore plus re´cemment dans son application a` la formation de structures cosmiques
[KH02, KH03b, KH03a, CDDJ01]. Krasinski et Hellaby ont re´cemment montre´ qu’un
mode`le de Lemaˆıtre-Tolman pouvait toujours interpoler n’importe quelles distributions
initiale et finale de densite´ se´pare´es par un temps quelconque. Ceci pourrait offrir un
inte´reˆt certain dans la reconside´ration du proble`me de formation des grandes structures,
telles que les superamas de galaxies, au moyen d’un mode`le purement relativiste traitant
de la distribution a` tre`s grande e´chelle de la matie`re, alors que la plupart des mode`les
actuels traitent surtout des petites e´chelles avec des me´thodes semi-relativistes.
1.2 Instabilite´s gravitationnelles
Si un traitement exact de l’instabilite´ gravitationnelle ne´cessiterait l’utilisation de mode`les
cosmologiques inhomoge`nes, le fait que l’univers observable soit, fort heureusement, assez
proche d’un univers homoge`ne et isotrope e´vite de se confronter directement a` la grande
complexite´ des e´quations d’Einstein. Aussi, un traitement perturbatif suffit pour de´crire
de manie`re satisfaisante ce me´canisme dans le cas d’un fluide mate´riel.
Dans le reste de ce chapitre, nous nous emploierons a` e´tudier la croissance des fluctuations
de densite´ dans un univers empli de matie`re ordinaire. Le traitement perturbatif qui fait
l’objet du reste de ce paragraphe permet de de´gager l’essentiel du me´canisme d’instabilite´
gravitationnelle. On en trouvera une de´monstration minutieuse dans les grands classiques
[PEE93, PEE80]. Nous verrons ensuite comment retrouver ces re´sultats nume´riquement a`
partir d’une inte´gration des e´quations du formalisme ADM du champ de gravitation.
Mais tout d’abord, passons en revue la the´orie usuelle de l’instabilite´ gravitationnelle.
On conside`rera des fluctuations de densite´ de la taille des galaxies ou meˆme des amas
de galaxies, c’est-a`-dire une e´chelle bien infe´rieure a` la longueur de Hubble LH =
c
H
.
Ainsi, on pourra ne´gliger les termes de constante cosmologique Λ et de courbure dans
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l’e´quation de Friedmann. Il en sera de meˆme pour les gradients de pression que l’on suppo-
sera ne´gligeables sur de semblables e´chelles ou` l’univers peut eˆtre conside´re´ en assez bonne
approximation comme homoge`ne et isotrope.
La matie`re qui emplit l’univers et qui cause la de´ce´le´ration de son expansion est habi-
tuellement mode´lise´e en relativite´ ge´ne´rale par un fluide dont le tenseur e´nergie-impulsion
s’e´crit1 :
T µν =
(
ρc2 + p
)
uµ uν + p gµν (4.18)
ou` uµ sont les composantes de la quadri-vitesse du fluide u
µ = dx
µ
ds
. On supposera de plus,
par souci de simplicite´, que le fluide obe´it a` une e´quation d’e´tat barotrope, c’est-a`-dire
p = Kρc2, (4.19)
avec K = 0 pour des poussie`res (matie`re non-relativiste dont la pression p est ne´gligeable
devant la densite´ d’e´nergie ρc2) et K = 1/3 pour un gaz de particules relativistes libres
(par exemple, radiations e´lectromagne´tiques a` l’e´quilibre thermodynamique).
Conside´rons a` pre´sent un mode`le approximatif de l’instabilite´ gravitationnelle graˆce a`
un traitement purement relativiste. On ne´gligera tout d’abord les mouvements relatifs des
particules du fluide (les galaxies) pour ne conside´rer que leur mouvement d’ensemble, du
fait de l’expansion de l’univers. Dans un syste`me de coordonne´es comobiles avec l’expan-
sion, le fluide est alors au repos et sa quadri-vitesse s’e´crit ui = δi0 (c = 1). Le tenseur
e´nergie-impulsion (4.18) s’e´crira alors
T νµ = diag (−ρ, p, p, p) . (4.20)
Ecrivons la densite´ d’e´nergie sous la forme :
T 00 = −ρB (1 + δ) , (4.21)
qui fait apparaˆıtre le contraste de densite´ mate´rielle δ, ρB e´tant la densite´ moyenne du fond
homoge`ne dans lequel se de´veloppent les fluctuations. La me´trique correspondant alors a`
un tel espace-temps, peut s’e´crire, en syme´trie sphe´rique,
ds2 = −dt2 +R2(t){(1− hµ) dχ2 + (1− hλ) dΩ2} (4.22)
ou` on s’est place´ de fait dans un re´fe´rentiel synchrone N = 1, Nχ = 0 et ou` les hi sont donc
les perturbations spatiales de la me´trique. En de´veloppant au premier ordre en δ et en les
perturbations de la me´trique hi la premie`re composante de l’e´quation de conservation du
tenseur e´nergie-impulsion du fluide T ν0 |ν = 0, on trouve (cf. [PEE93]) :
δ˙ = (1 +K)
h˙
2
, (4.23)
1Attention a` notre convention de signature de la me´trique (−,+,+,+).
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ou` h = hµ + 2hλ est la trace de la perturbation de la me´trique
(√−g = R3 [1− h
2
])
.
Ensuite, utilisons la composante purement temporelle des e´quations d’Einstein sans trace2
Rµν = κ
(
Tµν − 1
2
gµνT
σ
σ
)
pour trouver, au premier ordre,
h¨+ 2
R˙
R
h˙ = κρB (1 + 3K) δ. (4.24)
En multipliant l’e´quation pre´ce´dente par (1 +K)/2 et en utilisant (4.23), on obtient
δ¨ + 2
R˙
R
δ˙ =
κρB
2
(1 + 3K) (1 +K)δ. (4.25)
On sait, en vertu de l’e´quation de conservation T ν0 |ν = 0 non perturbe´e
ρ˙B = −3R
R
(1 +K)ρB,
que la densite´ du fond homoge`ne varie avec le facteur d’expansion comme
ρB ∝ R−3(1+K).
Ce re´sultat, inse´re´ dans l’e´quation de Friedmann, donne que
R ∝ t2/(3+3K).
Avec ces solutions pour le fond homoge`ne, nous obtenons pour la relation (4.25)
δ¨ +
4
3(1 +K)t
δ˙ =
2
3
(
1 + 3K
1 +K
)
δ
t2
(4.26)
qui est homoge`ne en le temps cosmique t de sorte que les solutions se comporteront en
puissance de ce parame`tre. L’e´quation (4.26) est une e´quation d’Euler dont la solution
ge´ne´rale s’e´crit comme une combinaison line´aire d’un mode de´croissant en 1/t et d’un
mode croissant en puissance du temps cosmique (cf. [MOU96]) :
δ(t) =
C1
t
+
C2
n
tn (4.27)
2Version relativiste de l’e´quation de Poisson
∆φ = 4piGρ
ou` φ est le potentiel newtonien et ρ la densite´ de masse (cf. [LL61], § 11-6).
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avec
n =
2 (3K + 1)
3 (K + 1)
· (4.28)
Ainsi, pour la matie`re non-relativiste (K = 0), le contraste de densite´ croˆıt comme le
facteur d’expansion, en t2/3, tandis que pour le gaz de particules relativistes (K = 1/3), le
contraste de densite´ croˆıt line´airement avec le temps cosmique t.
Il est possible toutefois de re´aliser l’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle aux petites
e´chelles (par rapport a` la longueur de Hubble) dans la limite newtonienne de la relativite´
ge´ne´rale. Ceci prend tout son sens si on conside`re des structures de taille tre`s infe´rieure a` la
longueur de l’horizon de sorte que leurs vitesses d’expansion sont non relativistes. Qui plus
est, si le contraste de densite´ est tre`s infe´rieur a` l’unite´, le potentiel gravifique est e´galement
non relativiste. Cette limite newtonienne impose toutefois la de´finition d’un repe`re inertiel
par rapport auquel de´finir le champ de vitesse, ce qui brise la covariance de la relati-
vite´ ge´ne´rale. Cependant, cette approche demeure plus simple que le traitement relativiste
complet. Ce mode`le newtonien est traite´ dans le de´tail aux re´fe´rences [PEE93, PEE80] et
conduit aux meˆmes re´sultats que pre´ce´demment pour l’e´volution du contraste de densite´.
Mais il permet cette fois de de´duire le champ de de´placement des particules du fluide de
matie`re (via le champ de vitesse) ainsi que d’obtenir des informations sur la taille (et donc
la masse) des fluctuations qui sont effectivement forme´es. Par exemple, on de´rive dans ce
cadre le fameux crite`re de Jeans qui donne une borne infe´rieure, la longueur de Jeans λJ ,
a` la taille des fluctuations lorsque le fluide de matie`re est habite´ par une pression non
ne´gligeable :
λJ =
(
pic2S
GρB
) 1
2
(4.29)
ou` c2S = dp/dρ est la vitesse du son dans le fluide. A cette longueur critique, la force
de gravitation et le gradient de pression s’e´quilibrent exactement. Pour des fluctuations
plus grandes que la longueur de Jeans, le gradient de pression est ne´gligeable et le temps
de re´ponse de l’onde acoustique est beaucoup plus long que le temps de croissance de la
fluctuation. Il en re´sulte une croissance de la perturbation au taux donne´ par l’e´quation
(4.27). Pour des grumeaux plus petits que la longueur de Jeans, tenaille´s entre la force de
rappel de la gravitation et la re´pulsion due au gradient de pression, le contraste de densite´
oscille comme une onde acoustique.
Ce mode`le newtonien constitue le fondement des simulations nume´riques de formation
des galaxies. Il pre´suppose que les vitesses propres de celles-ci sont petites par rapport a`
leur vitesse due a` l’expansion, que le potentiel gravifique est non relativiste (le contraste
de densite´ est petit devant l’unite´) et que l’espace-temps n’est pas fortement inhomoge`ne
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ou que ses inhomoge´ne´ite´s n’ont pas d’effet significatif tout au moins3.
Ainsi, notre approche purement relativiste se distingue-t-elle de sa consœur newtonienne en
ne conside´rant pas ces termes non relativistes que sont les vitesses propres des particules du
fluide (qui se traduisent par des termes non diagonaux dans le tenseur e´nergie-impulsion) et
leur potentiel newtonien (repre´sente´ par un terme φ dans la me´trique : N = 1+ φ(χ,t)
c2
). En
ne conside´rant aucun de ses termes, actifs aux petites e´chelles, les re´sultats de notre e´tude
ne donneront les taux de croissance des fluctuations que pour des e´chelles tre`s grandes, ou`
les gradients de pression sont faibles et les vitesses relatives tre`s infe´rieures a` c. Et, a` moins
de conside´rer explicitement des termes non diagonaux dans le tenseur e´nergie-impulsion,
aucune information ne pourra eˆtre obtenue sur les vitesses relatives des particules du fluide,
qui sont au repos dans le re´fe´rentiel comobile, et, partant, sur le crite`re de Jeans.
Nonobstant, nous pouvons avancer, a` l’instar de Peebles [PEE80], trois motivations phy-
siques pour l’e´tude des fluctuations de densite´ de taille supe´rieure a` celle de l’horizon
cosmologique (λ ≥ c/H0). Ces motivations concernent l’e´tat du cosmos primitif, ou` nos
champs de Yang-Mills sont justement suppose´s avoir se´vi. Tout d’abord, la taille de l’hori-
zon de´croˆıt tre`s fortement lorsque l’on remonte le temps jusqu’au Big Bang. En effet, une
fluctuation de taille comobile χ a pour longueur physique λ = R(t)χ, alors que la taille de
l’horizon est dicte´e par
λH = c
R
R˙
,
qui de´croˆıt plus fortement que la taille des fluctuations lorsque l’on s’approche de la sin-
gularite´. Ainsi, les fluctuations d’aujourd’hui e´taient d’une taille non ne´gligeable devant
celle de l’horizon dans l’univers primordial, si pas d’une taille nettement supe´rieure. Ceci
justifie une approche relativiste de l’instabilite´ gravitationnelle des champs de Yang-Mills,
dont le roˆle cosmologique se jouait dans les tout premiers actes de l’histoire de l’Univers.
De meˆme, la forte pression re´gnant dans la soupe primordiale ne permet plus de ne´gliger
celle-ci face a` la densite´ d’e´nergie due a` la masse. Dans le cas du syste`me EYM, les pres-
sions, qui forment les composantes spatiales du tenseur e´nergie-impulsion sont compose´es
des meˆmes termes que la densite´ d’e´nergie (partie purement temporelle de ce meˆme ten-
seur) et ne peuvent donc eˆtre ne´glige´es. Enfin, lorsque la densite´ moyenne est importante,
comme dans le cas de l’univers primitif, n’importe quelle fluctuation, fuˆt-elle d’un modeste
rapport δρB/ρB a` la densite´ du fond, peut avoir un effet non ne´gligeable sur la courbure
de l’espace-temps. Toutes ces raisons rendent incontournable le recours a` la the´orie de la
gravitation d’Einstein pour la description de la croissance des fluctuations des champs de
Yang-Mills.
Voyons a` pre´sent comment appliquer le formalisme hamiltonien du chapitre pre´ce´dent en
3Et notamment, que l’on se trouve loin des centres galactiques et des trous noirs.
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vue de retrouver les re´sultats bien connus du traitement purement relativiste d’un fluide
de matie`re.
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2 L’instabilite´ gravitationnelle graˆce a` l’inte´gration
nume´rique des e´quations ADM
2.1 Principe de la me´thode
Pour inte´grer nume´riquement les formalismes hamiltoniens sous contraintes vus au cha-
pitre pre´ce´dent, nous proce´derons avec la me´thode dite d’e´volution libre (ou “free evolu-
tion” cf. [SS99]). Celle-ci consiste a` re´soudre tout d’abord le proble`me aux valeurs initiales
(ou proble`me de Cauchy), c’est-a`-dire a` trouver un ensemble de conditions initiales qui
ve´rifient les contraintes, pour ensuite propager ces conditions initiales avec les e´quations
d’Hamilton. Enfin, en vue de tester la cohe´rence de la solution nume´rique, on controˆle le
niveau de violation des contraintes au cours de la propagation, sa stabilisation e´ventuelle
et la pre´cision totale atteinte.
Toutefois, il aurait e´te´ possible de proce´der autrement pour la re´solution des e´quations
hamiltoniennes pre´sente´es dans ce travail. Nous aurions pu utiliser les contraintes pour mo-
difier l’aspect des e´quations d’Hamilton a` propager, par exemple en re´solvant la contrainte
du super-hamiltonien par rapport aux termes quadratiques dans les moments et en injec-
tant le re´sultat dans les e´quations d’Hamilton4. Cette manipulation pourrait permettre de
re´gler certains proble`mes d’instabilite´ nume´rique. Cependant, nous ne rentrerons pas ici
dans un long et fastidieux comparatif de me´thodes nume´riques et des diverses avatars des
e´quations, ade´quats ou non, dans la mesure ou` nous nous inte´ressons de manie`re qualita-
tive au me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle, du moins en ce qui concerne les travaux
expose´s aux chapitres 4, 5 et 6.
2.2 Proble`me de Cauchy
Plac¸ons-nous tout d’abord dans la jauge synchrone N(χ, t) = 1, Nχ(χ, t) = 0, ade´quate
aux faibles champs gravitationnels, et re´e´crivons les e´quations d’Hamilton (3.28-3.31) du
champ gravitationnel dans cette jauge, avec les termes de matie`re cette fois :
µ˙ =
1
4
e−µ−2λ (piµ − piλ) (4.30)
λ˙ = −1
4
e−µ−2λpiµ (4.31)
piµ = 2e
−µ
(
e2µ − λ′2e2λ
)
+
piµ
8
e−µ−2λ (piµ − 2piλ) + 16pieµ+2λT 11 (4.32)
piλ = 4 e
−µ+2λ
(
µ′λ′ − λ′2 − λ′′
)
+
piµ
4
e−µ−2λ (piµ − 2piλ) + 32pieµ+2λT 22 (4.33)
4D’apre`s l’ide´e originale de A. Moussiaux, communication personnelle.
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ou` T 11 = T
2
2 = Kρ (c = 1) et ρ = −T 00 est la densite´. Les contraintes sont alors donne´es
par
H = 0 ≡ e−µ+2λ
(
−4µ′λ′ + 6λ′2 + 4λ′′
)
− 2eµ + piµ
8
(piµ − 2piλ) e−µ−2λ
+16pieµ+2λρ = 0 (4.34)
H1 = 0 ≡ µ′piµ + λ′piλ − pi′µ = 0. (4.35)
Il est aise´ de ve´rifier que les e´quations (4.30-4.35) redonnent bien les e´quations des cosmo-
logies de Friedmann-Lemaˆıtre (avec Λ = 0, κ = 8pi, G = c = 1) :(
R˙
R
)2
=
κ
3
ρ +
k
R2
(4.36)
2
R¨
R
+
(
R˙
R
)2
= −κ p− k
R2
(4.37)
pour les valeurs homoge`nes des champs canoniques :
µB = logR
λB = logR + log Σ
piBµ = −4R˙R2Σ2 (4.38)
piBλ = −8R˙R2Σ2
avec Σ(χ) et R(t) les fonctions de la me´trique de Friedmann-Lemaˆıtre vues au chapitre 2,
§ 5.2. Nous utiliserons souvent l’exposant B pour de´signer les grandeurs se rapportant au
fond homoge`ne (background) sur lequel germent les fluctuations.
Nous voici donc confronte´s a` l’ardu proble`me de re´soudre un syste`me contraint de quatre
e´quations d’Hamilton a` cinq inconnues (les deux couples de variables canoniques (µ, piµ)
et (λ, piλ) et la densite´ ρ) avec deux contraintes pour seuls garde-fous. Fort heureusement,
en vertu de l’e´quation de continuite´ T ν0 |ν = 0, ce proble`me n’est qu’a` quatre degre´s de
liberte´ puisque l’on peut relier univoquement la densite´ a` la ge´ome´trie par l’interme´diaire
de la relation
ρ˙ = − (1 +K)
(
µ˙+ 2λ˙
)
ρ (4.39)
dans le repe`re comobile ou` le fluide est conside´re´ comme au repos. L’e´quation pre´ce´dente
s’inte`gre directement :
ρ(χ, t) = F (χ) e−(1+K) (µ+2λ) (4.40)
ou` F (χ) est une fonction arbitraire strictement positive. Si, au temps initial t = 0, nous
avons la valeur suivante de la densite´
ρ(χ, 0) = ρ0(χ) (4.41)
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et des de´finitions analogues pour les autres variables, alors nous pouvons e´crire
F (χ) = ρ0(χ)e
−(1+K) (µ0+2λ0). (4.42)
Venons-en au proble`me de Cauchy, c’est-a`-dire le proble`me aux valeurs initiales
(“Initial Value Problem”, IVP) qui consiste a` re´soudre les contraintes du super-hamiltonien
(4.34) et du super-moment (4.35), moyennant la donne´e des distributions initiales de cer-
tains champs. Nous avons adopte´ les hypothe`ses suivantes :
• Plac¸ons-nous quelques temps apre`s le Big Bang en vue d’e´viter les affres de la singula-
rite´ primordiale : R(0) = R0 = 1. Le lecteur attentif aura toˆt fait de remarquer qu’il
convient de translater ade´quatement les solutions (4.14-4.16) de´crivant les univers de
Friedmann-Lemaˆıtre avec constante cosmologique nulle et rempli d’un fluide de matie`re
non-relativiste (K = 0 et M = κ
6
ρ0R
3
0 dans (4.14-4.16)). Dans le cas d’un univers domine´
par la radiation (K = 1/3), l’e´quation de Friedmann (4.9) admet pour solutions, dans
la jauge synchrone N = 1, les relations (2.83) qui doivent e´galement eˆtre translate´es de
sorte que R0 = 1.
• Posons λ0 = lnΣ(χ). Ainsi, la coordonne´e comobile χ s’identifie aux distances cir-
confe´rentielles mesure´es au temps initial t = 0.
• Finalement, perturbons les champs suivants autour de leurs solutions homoge`nes
λ˙0 =
√
κ
3
ρB0 − k + h(χ) (4.43)
ρ0 = ρ
B
0 (1 + δ0(χ)) (4.44)
piµ,0 = −4λ˙0eµ0Σ2(χ) (4.45)
ou` ρB0 est la densite´ initiale du fond, de´finie comme un parame`tre et ou` µ0 sera de´termine´
ulte´rieurement5.
La relation (4.43) correspond donc a` une perturbation de la vitesse radiale de la fluctuation
alors que la suivante (4.45) de´finit le contraste de densite´ initial de la perturbation. Les
fonctions h et δ0 de´finissent la forme initiale de la perturbation. En pratique, celle-ci sera
choisie en fonction des exigences sur les conditions de bord. Nous y reviendrons.
Posons a` pre´sent le proble`me de Cauchy a` partir des conditions initiales (4.43-4.45) :
re´solvons d’abord la contrainte du super-moment (4.35) par rapport a` piλ,0 que nous
re´injectons dans le super-hamiltonien (4.34) pour obtenir l’e´quation suivante
y′ = − y
χ
+
1
χ
+ 8piρB0 χ
(
2h + 
2
h − δ0
)
+
16pi
3
ρB0 
′
h (1 + h)χ
2 (4.46)
5Les indices 0 indique la valeur du champ correspondant prise en t = 0 : f(χ, 0) = f0(χ).
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ou` nous avons suppose´ un univers plat (Σ(χ) = χ et k = 0), pour lequel H20 = λ˙
2
0 =
8pi
3
ρB0
et ou` nous avons pose´
y = e−2µ0 .
La relation (4.46) est une e´quation diffe´rentielle line´aire du premier ordre a` coefficients
non constants et s’inte`gre trivialement en fonction des quadratures des fonctions h et δ0.
L’e´valuation nume´rique des quadratures sera effectue´e sur base de la me´thode de Bode
(avec une pre´cision en O(h7 f (6)), avec h le pas d’inte´gration et f (i) la de´rive´e d’ordre i
de la fonction a` inte´grer, cf. [PTVF92]) a` laquelle nous avons ajoute´ un raffinement de la
discre´tisation.
2.3 Equations d’Hamilton
La forme des e´quations d’Hamilton (4.30-4.33) ne se preˆte pas de manie`re optimale a` la
simulation d’instabilite´s gravitationnelles. En effet, la solution nume´rique doit d’abord re-
trouver les solutions homoge`nes avant de s’attaquer aux instabilite´s elles-meˆmes, ce qui
re´sulte en une petite perte de pre´cision et de vitesse de calcul, ainsi qu’a` des difficulte´s
concernant les conditions de bord. Apre`s avoir expe´rimente´ ces de´sagre´ments, il nous est
paru plus inte´ressant de re´e´crire le syste`me (4.30-4.33) en vue d’obtenir une forme plus
adapte´e a` l’e´tude de l’e´volution des fluctuations et, dans la foule´e, de simplifier les condi-
tions de bord. Le changement de variables que nous allons expliciter dans un instant rend
la me´thode plus rapide et plus pre´cise.
Supposons tout d’abord que nous nous plac¸ons dans un univers plat (Σ(χ) = χ, k = 0 dans
2.76). Ceci se justifie si on conside`re que la taille des fluctuations que nous examinons est
tre`s infe´rieure au rayon de courbure de l’univers6 et si la constante cosmologique est iden-
tiquement nulle. Cette approximation se justifiera encore plus dans le cadre de notre e´tude
des champs de Yang-Mills, puisque ceux-ci ne sont cense´s avoir eu une importance cosmo-
logique que dans les tout premiers temps de l’univers, lorsque la courbure e´tait ne´gligeable
devant la densite´ dans l’e´quation de Friedmann (4.9).
Proce´dons a` pre´sent au changement de variables suivant :
eµ = m(χ, t) R(t)
e2λ = l(χ, t) R2(t)χ2
piµ = −4 R2(t)χ2 pim(χ, t)
piλ = −8 R2(t)χ2 pil(χ, t) (4.47)
de sorte que les solutions homoge`nes (mB, lB, piBm, pi
B
l ) correspondent maintenant a` l’en-
semble de constantes par rapport a` χ : (1, 1, R˙, R˙). Dans ces nouvelles variables, les
6Qui, selon les observations re´centes, pourrait bien eˆtre infini.
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contraintes (4.34-4.35) deviennent
H1 = 0 ≡ m
′
m
pimχ+
l′χ + 2l
l
pil − 2pim − χpi′m = 0
H = 0 ≡ −m
′ (l′χ + 2l)
m2χ
− (l
′χ+ 2l)2
4mlχ2
+
(l′′χ2 + 4χl′ + 2l)
mχ2
− m
χ2
+
pim
ml
(pim − 4pil) + 8pi R2 m l ρ = 0. (4.48)
Quant aux e´quations d’Hamilton (4.30-4.33), elles s’e´crivent
m˙ = −R˙
R
m− pim − 2pil
Rl
l˙ = −2R˙
R
l + 2
pim
mR
(4.49)
p˙im = −2R˙
R
pim − m
2Rχ2
+
(l′χ+ 2l)2
8mlRχ2
− pim
2mlR
(pim − 4pil)
−4pi R m l K ρ
p˙il = −2R˙
R
pil − m
′ (l′χ+ 2l)
4m2Rχ
+
1
4mRχ2
(
2l′χ + l′′χ2 +
l
′2χ2
2l
)
− pim
2mlR
(pim − 4pil)− 4pi R m l K ρ.
Il est temps d’expliquer brie`vement la me´thode d’inte´gration utilise´e en vue d’inte´grer les
relations (4.48-4.49). La meˆme ide´e sera re´utilise´e pour l’e´tude de l’instabilite´ gravitation-
nelle des champs de YM au chapitre suivant.
Une fois le proble`me de Cauchy re´solu, nous disposons de tous les champs au temps ini-
tial, donne´s sous leur forme discre´tise´e. De´finissons en effet la discre´tisation uniforme de
l’intervalle de coordonne´es comobiles [χMIN , χMAX ] par
χi = χMIN + ∆χ(i− 1) (4.50)
avec i = 1, · · · , Nχ + 1 et ∆χ = (χMAX − χMIN) /Nχ. Les champs discre´tise´s s’e´crivent
alors, au temps t,
f(χ, t) ≡ f(χ, tn) = fni (4.51)
ou` tn de´signe la n
e`me e´tape temporelle (tn = n∆t).
Le syste`me (4.49) s’e´crit donc, en toute ge´ne´ralite´,
−˙→
F =
−→
G(Fj, F
′
j, F
′′
j , χ, t). (4.52)
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Afin de re´soudre celui-ci, nous utiliserons un sche´ma nume´rique de diffe´rences finies expli-
cite et du second ordre a` la fois en temps et en espace, analogue au sche´ma leapfrog pour
les e´quations de diffusion (cf. [PTVF92]). Les de´rive´es spatiales du premier et du second
ordre dans (4.52) s’e´criront alors (a` l’e´tape t ≡ tn)
f ′(χ, t) ≈ f
n
i+1 − fni−1
2∆χ
f ′′(χ, t) ≈ f
n
i+1 − 2fni + fni−1
∆χ2
(4.53)
et les de´rive´es temporelles adopteront des formes semblables. Le syste`me (4.52) se re´e´crit
alors
−→
F n+1 =
−→
F n−1 · · · (4.54)
· · ·+ 2∆t−→G
(
F nj ,
(Fj)ni+1−(Fj)
n
i−1
2∆χ
,
(Fj)ni+1+(Fj)
n
i−1−2(Fj)
n
i
∆χ2
, χi, tn
)
ou` ∆t est le pas d’inte´gration en temps, se´parant l’e´tape n de la suivante n + 1. Comme
tout sche´ma explicite du second ordre, celui-ci ne de´marre pas seul, puisque la re´solution
du proble`me de Cauchy nous fournit
−→
F 0 et non
−→
F −1. La solution est de faire un premier
pas d’inte´gration re´trograde (∆t → −∆t), avec un sche´ma du premier ordre en temps
(sche´ma forward time centered space ou FTCS, cf. [PTVF92]) :
−→
F −1 =
−→
F 0 −∆t−→G
(
F 0j ,
(Fj)
0
i+1 − (Fj)0i−1
2∆χ
,
(Fj)
0
i+1 + (Fj)
0
i−1 − 2(Fj)0i
∆χ2
, χi, 0
)
. (4.55)
Il reste encore a` spe´cifier des conditions de bord sur l’intervalle de discre´tisation spatiale.
Une condition commode, mais nullement exhaustive, est d’e´tudier l’instabilite´ gravitation-
nelle de coquilles centre´es au milieu de l’intervalle de coordonne´es comobiles [χMIN , χMAX ]
et dont le profil s’e´vanouit assez rapidement sur les bords dudit intervalle. Ainsi, les condi-
tions de bord consisteront naturellement a` imposer que les champs prennent sur les bords
leurs valeurs homoge`nes, i.e.
f1,j = f
B
1,j (4.56)
fNχ+1,j = f
B
Nχ+1,j
ou` l’exposant B de´signe les solutions du fond homoge`ne (4.38). Ces conditions seront bien
ve´rifie´es au bord de la grille, a` la condition que les perturbations du fond s’e´vanouissent
sur les bords de l’intervalle, c’est pourquoi nous choisirons comme fonctions h et δ0, per-
turbatrices des conditions initiales dans (4.43-4.44), des (de´rive´es de) gaussiennes en vue
d’assurer cette de´croissance rapide.
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Les e´quations (4.52-4.55) sont, a` quelques accomodements d’usage pre`s, les e´quations a`
imple´menter. Ce sche´ma explicite extreˆmement simple, s’il pre´sente l’avantage d’eˆtre facile
a` programmer — meˆme pour des e´quations aussi complexes que celles du syste`me EYM
— ne s’en re´ve`le pas moins instable a` l’usage. Aussi devrons-nous adopter une condition
de Courant7 tre`s forte en vue d’obtenir un re´sultat significatif. Mais comme nous sommes
inte´resse´s par l’aspect qualitatif de l’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle, il suffira am-
plement a` la taˆche. Des e´tudes ulte´rieures devraient ame´liorer cette me´thode en vue de
tirer des pre´dictions plus quantitatives. Quelques commentaires a` ce sujet seront expose´s
au chapitre suivant.
2.4 Re´sultats
Nous proposons aux figures 4.1 a` 4.8 une illustration des re´sultats de la me´thode expose´e
ci-avant. La figure 4.1 repre´sente les erreurs relatives commises sur les diffe´rents champs
au cours de la simulation, dans le cas d’un univers de poussie`res (K = 0). Si l’erreur sur
des grandeurs comme les moments pim et pil ou le contraste de densite´ δ saturent au cours
du temps, ce n’est gue`re le cas de celles sur les coefficients de la me´trique qui vont crois-
santes. Ceci s’explique naturellement par le caracte`re exclusivement explicite du sche´ma
de diffe´rences finies utilise´ ici.
On notera par ailleurs les effets de bord de grille qui se traduisent par des gradients impor-
tants a` ces endroits. Ces effets sont meˆme dominants dans la violation des contraintes (cf.
Figure 4.2), et une analyse plus comple`te montre que la divergence du sche´ma, conse´cutive
a` son instabilite´ intrinse`que, apparaˆıt en premier lieu en bord de grille. En effet, on voit
que la valeur des contraintes en milieu de grille est relativement stable au cours du temps
pour la condition de Courant utilise´e (∆χ = 9×10−2, ∆t = 10−5), alors qu’elle diverge sur
les bords (cf. figure 4.2 (b)). Ainsi, l’instabilite´ du sche´ma est a` mettre sur le compte de
l’approche explicite choisie ainsi que sur la violation des conditions de bord. Toutefois, pour
l’e´tude qualitative de l’instabilite´ gravitationnelle des champs de YM que nous de´sirons
mener, nous pouvons nous contenter de re´duire ces effets en re´duisant le pas d’inte´gration
temporel par rapport au spatial, de meˆme qu’en prenant des fluctuations plus rapidement
de´croissantes sur les bords de l’intervalle.
Les figures 4.3 et 4.4 repre´sentent respectivement les conditions initiales sur le contraste de
densite´ et sa vitesse ainsi que les perturbations de la me´trique qu’elles engendrent en vue
7Cette condition illustre le lien entre les pas de discre´tisations spatiale et temporelle d’un sche´ma de
diffe´rences finies que l’on doit adopter en vue de rendre ce dernier stable. Par exemple, dans le cas de
l’e´quation d’onde, le sche´ma sera dit stable au sens de Courant si les points utilise´s pour la propagation
du sche´ma se situent a` l’exte´rieur du coˆne de lumie`re associe´ au point que l’on de´sire calculer, c’est-a`-dire
si ∆x ≥ c∆t (cf. [PTVF92]).
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Figure 4.1 – Erreurs relatives sur les champs homoge`nes (h = δ0 = 0) pour un univers de
poussie`res (K = 0). (a) (m− 1)R(t) (b) (l − 1)R(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) pil − R˙ (e) ρρB − 1
(ρB0 = 15, ∆χ = 9× 10−2, ∆t = 10−5)
Figure 4.2 – Valeurs des contraintes pour la solution homoge`ne de la Figure 4.1 (a) H (b)
H1 (meˆmes parame`tres que ci-dessus)
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Figure 4.3 – Perturbations initiales de la densite´ δ0 (trait plein) et de la vitesse radiale h
(pointille´s) pour les simulations des figures suivantes
Figure 4.4 – Re´sultats du proble`me aux valeurs initiales avec les donne´es de la figure
pre´ce´dente : m0 (trait plein), pim,0 (pointille´s), pil,0 e´tant indiscernable de pim,0
de satisfaire les contraintes au temps initial (par l’interme´diaire du proble`me de Cauchy)8.
Les figures 4.5 a` 4.8 repre´sentent l’e´volution des perturbations des champs et la viola-
tion re´sultante des contraintes pour un univers de poussie`res (K = 0, figures 4.5 et 4.6) et
de radiations (K = 1/3, figures 4.7 et 4.8). Les perturbations des moments pil et pim sont
difficilement discernables a` l’œil nu, aussi nous avons choisi de n’en pre´senter qu’une. On
notera l’e´volution croissante des perturbations de la me´trique, comme le pre´voit la the´orie
de perturbation (cf. [PEE93] et [LL61]) et la de´croissance des perturbations de leurs mo-
ments associe´s, dissipe´es par l’expansion. Les contrastes de densite´, quant a` eux, re´pondent
manifestement bien au comportement pre´dit par le traitement perturbatif, c’est-a`-dire un
comportement en t2/3 pour les poussie`res et line´aire pour les radiations. Enfin, les figures
8Les perturbations des moments pil et pim sont pratiquement confondues.
Chapitre 4 : The´orie relativiste de l’instabilite´ gravitationnelle 115
Figure 4.5 – Perturbations des champs pour un univers de poussie`res (K = 0) avec
les donne´es issues du proble`me de Cauchy (figures 4.3 et 4.4). (a) (m− 1)R(t) (b)
(l − 1)R(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) ρρB − 1 (ρB0 = 15, ∆χ = 9× 10−2, ∆t = 10−5)
4.6 et 4.8 repre´sentent la violation des contraintes au cours du temps. La violation des
contraintes en milieu de grille est purement due aux erreurs de troncature dans l’e´valuation
des contraintes et peut eˆtre diminue´e en augmentant le nombre de points de discre´tisation
spatiale. L’information inte´ressante est le comportement ge´ne´ral des contraintes au cours
du temps : la violation est relativement stable pour l’univers de poussie`res (figure 4.6) ainsi
que pour la contrainte hamiltonienne de l’univers de radiations (figure 4.8 (a)) mais elle est
line´airement croissante pour la contrainte du super-moment radial (figure 4.8 (b)). L’ordre
de grandeur des contraintes reste toutefois quelques ordres de grandeur en-dessous de la
valeur de perturbation des champs.
En guise de conclusion, nous pouvons donc dire que cette me´thode s’ave`re satisfaisante pour
l’e´tude nume´rique qualitative de l’instabilite´ gravitationnelle et peut donc eˆtre adapte´e au
cas (nettement) plus complexe des champs de Yang-Mills. Ceci fera l’objet du chapitre
suivant.
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Figure 4.6 – Valeurs des contraintes pour la solution de la figure 4.5 (a) H (b) H1 (meˆmes
parame`tres que ci-dessus)
Figure 4.7 – Perturbations des champs pour un univers de radiations (K = 1/3) avec
les donne´es issues du proble`me de Cauchy (figures 4.3 et 4.4). (a) (m− 1)R(t) (b)
(l − 1)R(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) ρρB − 1 (ρB0 = 1.5, ∆χ = 9× 10−2, ∆t = 10−5)
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Figure 4.8 – Valeurs des contraintes pour la solution de la figure 4.7 (a) H (b) H1
118 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
Chapitre 5
Instabilite´ gravitationnelle des
champs de Yang-Mills
”Joie, discre`te, humble et fide`le
Qui murmure dans les eaux,
Dans le froissement des ailes
Et les hymnes des oiseaux.”
F. Schiller, ”Hymne a` la joie”.
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1 Inte´gration nume´rique des e´quations EYM
Avant d’aller plus loin, prenons tout d’abord la peine de rappeler par le de´tail les e´quations
du syste`me EYM a` inte´grer. Celles-ci s’e´crivent (cf. chapitre 3) :
H1 = 0 ≡ −µ′piµ − λ′piλ + pi′µ + 16piNe2λ+µ T 01 = 0 (5.1)
H = 0 ≡ 1
8
e−µ−2λ
{
8e4λ(−4µ′λ′ + 6λ′2 + 4λ′′)− 16e2µ+2λ + pi2µ − 2piµpiλ
}
−16pie2λ+µ T 00 = 0, (5.2)
pour les contraintes du super-hamiltonien et du super-moment et
µ˙ =
1
4
e−µ−2λN(piµ − piλ)
λ˙ = − 1
4
e−µ−2λNpiµ (5.3)
piµ =
1
8
e−µ−2λN
{
16e2λ(e2µ − λ′2e2λ) +Npiµ(piµ − 2piλ)
}
+16pi N e2λ+µ T 11
piλ =
1
4
e−µ−2λN
{
16e4λ(µ′λ′ − λ′2 − λ′′) + piµ(piµ − 2piλ)
}
+32pi N e2λ+µ T 22
pour les e´quations d’Einstein. Les composantes du tenseur du champ de YM sont
T 00 = −e−4λ
pi2b
2
− e−2λ−2µpi2c −
c
′2N2 + e2µa2c2 +N2b2c2
N2
e−2λ−2µ
−e−4λ (c
2 − 1)2
2
(5.4)
T 11 = −e−4λ
pi2b
2
+ e−2λ−2µpi2c +
c
′2N2 + e2µa2c2 +N2b2c2
N2
e−2λ−2µ
−e−4λ (c
2 − 1)2
2
(5.5)
T 22 =
e−4λ
2
(
pi2b + (c
2 − 1)2) (5.6)
T 01 = −2
e−2λ
N2
(
Ne−µpicc
′ + abc2
)
= −N−2e2µT 10 , (5.7)
Quant aux e´quations de Yang-Mills elles-meˆmes, nous avions vu qu’elles prenaient la forme
d’une contrainte :
G3 = 0 ≡ pi′b + 2
eµ
N
ac2 = 0, (5.8)
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a` laquelle s’ajoutent les e´quations d’Hamilton suivantes
b˙ = a′ +Neµ−2λpib
c˙ = Ne−µpic
pib = −2Ne−µbc2 (5.9)
pic =
eµ
N
a2c+
(
Ne−µc′
)′ −Ne−µb2c−Neµ−2λc(c2 − 1)
a˙ = N2 e−2µ
(
b′ + 2
bc′
c
− µ′ b
)
− 2N e−µapic
c
− N
4
e−µ−2λ(piµ − piλ)a
+
N˙
N
a.
Pour rappel, la solution homoge`ne de Gal’tsov-Volkov s’obtient a` partir de ce formalisme
hamiltonien en posant, dans la jauge conforme N = R(t) et Nχ = 0,
µB = logR
λB = logR + log Σ
piBµ = −4R˙RΣ2
piBλ = −8R˙RΣ2
cB(χ, t) =
√
1 + Σ2 (σ2 − k)
aB(χ, t) = −σ˙Σ
√
1− kΣ2
1 + Σ2 (σ2 − k) (5.10)
bB(χ, t) = σΣ2
(σ2 − k)
1 + Σ2 (σ2 − k)
piBb (χ, t) = σ˙Σ
2
piBc (χ, t) =
σ˙σΣ2√
1 + Σ2 (σ2 − k) ·
Pour l’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle, nous aurons encore une fois recours a` la
me´thode de “free evolution” en re´solvant le proble`me de Cauchy, puis en propageant les
distributions initiales des champs au cours du temps graˆce aux e´quations d’Hamilton. Mais
avant d’entrer plus encore dans le de´tail de la me´thode, donnons quelques commentaires
sur les choix de jauge effectue´s.
D’une part, nous choisirons la jauge conforme pour le champ gravitationnel :
N(χ, t) = R(t)
Nχ(χ, t) = 0
puisque nous nous inte´ressons aux faibles champs gravitationnels produits par les fluctua-
tions de densite´. De plus, dans cette jauge conforme, la pe´riode d’oscillation de la particule
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de Gal’tsov-Volkov (qui de´crit la solution homoge`ne du champ de jauge) est une constante,
alors qu’elle s’allonge avec le temps synchrone (cf. chapitre 2). Aussi, l’utilisation de la jauge
synchrone (N = 1) aurait e´tire´ le temps d’e´volution caracte´ristique des fluctuations. Or,
comme nous utiliserons pour les champs de YM un sche´ma purement explicite, il sera es-
sentiel de diminuer ce temps, en vue de conserver la pre´cision de l’inte´gration nume´rique,
ainsi que d’e´viter les divergences.
D’autre part, notre choix de supprimer l’une des composantes du doublet de Higgs en
fixant la phase de ce dernier (ψ = pi/2 et donc d = 0) a e´te´ pre´fe´re´ au formalisme complet,
invariant de jauge, pour deux raisons. La premie`re est que ce choix supprime un degre´
de liberte´ non physique du syste`me (la phase) et re´duit, de ce fait, les erreurs nume´riques
associe´es au couple d’inconnues (d, pid), en plus de simplifier de manie`re non ne´gligeable les
autres e´quations du champ. La seconde raison est la simplicite´ de l’algorithme de re´solution
nume´rique. En effet, en travaillant avec le formalisme complet, invariant de jauge, la com-
posante e´lectrique de la connexion a, qui repre´sente la liberte´ de faire des transformations
de jauge arbitraires pendant l’e´volution du syste`me est a` de´terminer pre´cise´ment par un
choix de jauge. Son roˆle est alors tout a` fait analogue au quadri-vecteur Nµ du formalisme
hamiltonien du champ gravitationnel. Or, en fixant la jauge, l’e´quation d’Hamilton sur
pid nous fournit ici une e´quation de´terministe pour le potentiel e´lectrique a. Des travaux
ulte´rieurs se devraient de ve´rifier les re´sultats obtenus ici, via l’utilisation d’une autre
jauge. Un choix judicieux de cette dernie`re pourrait permettre, par exemple, de traiter les
e´quations de YM avec un sche´ma implicite.
1.1 Proble`me de Cauchy
Comme au chapitre 4, nous allons proce´der a` la re´solution des trois contraintes du syste`me
EYM (deux pour le champ gravitationnel et une pour le champ de YM) moyennant la
donne´e de la distribution initiale de certains champs. A l’issue de cette premie`re e´tape,
nous aurons la distribution initiale des neuf champs suivants :
(µ0, λ0, piµ,0, piλ,0, a0, b0, c0, pib,0, pic,0)
qui ve´rifient les trois contraintes (5.1), (5.2) et (5.8). Nous nous placerons encore une fois
dans un espace euclidien, mais les formules que nous de´riverons ici se ge´ne´ralisent aise´ment
aux cas des univers ouvert et ferme´.
Parmi les neuf champs inconnus, nous en fixons six de la manie`re suivante :
• Pour la ge´ome´trie, nous adoptons les meˆmes conventions que celles du chapitre pre´ce´dent,
a` savoir
R(0) = 1
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et
λ0 = lnχ.
Les formules donnant le facteur d’expansion R sont celles vues au chapitre 2 pour un
univers de radiation dans la jauge conforme (2.82).
• On perturbe les champs suivants autour de leur valeur homoge`ne (celles donne´es par la
parame´trisation de Gal’tsov-Volkov (2.78) vue au chapitre 2, rappele´e dans ce chapitre
en (5.10)) :
λ˙0 =
√
κ
3
ρB0 + h(χ)
a0 = a
B
0 + a(χ)
b0 = b
B
0 + b(χ) (5.11)
c0 = c
B
0 + c(χ)
c˙0 = pi
B
c,0 + c˙(χ),
ou` ρB0 est la densite´ initiale du fond homoge`ne de´finie comme un parame`tre.
Les fonctions de perturbations i(χ) sont e´galement fournies par l’utilisateur, qui pren-
dra soin d’imple´menter les conditions de bord de grille ade´quates. Par exemple, dans le
cas de l’instabilite´ gravitationnelle de coquilles, des fonctions rapidement de´croissantes
en bord de grille doivent eˆtre utilise´es. Nous nous concentrerons exclusivement sur cette
ge´ome´trie des fluctuations, en supposant qu’elle n’a pas grande influence sur les principales
caracte´ristiques du me´canisme.
Re´solvons a` pre´sent la contrainte du super-moment (5.1) par rapport a` piλ,0 et la contrainte
de YM (5.8) par rapport a` µ0 et substituons les re´sultats dans la contrainte hamiltonienne
(5.2) afin d’obtenir l’e´quation diffe´rentielle suivante pour pib,0 :
Aφ′′ +Bφ′ + Cφ
′3 − 4piφ2φ′3 = 0 (5.12)
ou` nous avons pose´ φ = pib,0(χ) = pib(χ, 0). Les coefficients de l’e´quation (5.12) s’e´crivent
A = 8a20 c
4
0 χ
3
B = −4χ2
(
2a′0a0c
4
0χ + 8pic
′2
0 a
2
0c
4
0 + 4c
′
0a
2
0c
3
0χ+ 8pia
2
0b
2
0c
6
0 + a
2
0c
4
0
)
(5.13)
C = 2λ˙′0λ˙0χ
5 − 8pia20c20χ2 + 16piχ3a0b0c20λ˙0 − 4pic40 + 8pic20 + 3λ˙20χ4 − 4pi
+χ2 + 16piχ3c′0λ˙0c˙0 − 8piχ2c˙20.
Dans l’expression ci-dessus, les champs avec un indice 0 sont ceux donne´s par l’utilisateur
au point (5.11). A partir de la solution φ = pib,0 de (5.12), on peut achever de comple´ter
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l’ensemble des neuf champs inconnus a` l’aide des relations suivantes
µ0 = ln
(
− φ
′
2a20c
2
0
)
piµ,0 = −4λ˙0eµ0χ2
piλ,0 = −32pieµ0c′0c˙0χ− 4eµ0χ3′h − 32pieµ0a0b0c20χ+ 2piµ,0 (5.14)
pic,0 = e
µ0 c˙0.
Nous avons utilise´ une me´thode de relaxation (cf. [PTVF92]) afin d’inte´grer (5.12). En
effet, utilisant la meˆme discre´tisation spatiale pour les champs qu’au chapitre pre´ce´dent,
l’e´quation (5.12) devient un syste`me de Nχ − 2 e´quations alge´briques non line´aires1 pour
les Nχ + 1 inconnues φi :
Ai
φi+1 − 2φi + φi−1
∆χ2
+Bi
φi+1 − φi−1
2∆χ
+ Ci
(
φi+1 − φi−1
2∆χ
)3
−4piφ2i
(
φi+1 − φi−1
2∆χ
)3
= 0. (5.15)
A ces e´quations, on doit encore ajouter les conditions de bord
φ1 = pi
B
b,0(χ1) = σ˙0χ
2
MIN (5.16)
φNχ+1 = pi
B
b,0(χNχ+1) = σ˙0χ
2
MAX ,
ou` σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 (R0 = 1, k = 0 dans (2.80)). La position initiale σ0 de la particule
de Gal’tsov-Volkov dans son potentiel d’interaction V = σ4 devient de`s lors un autre
parame`tre de la simulation. Nous avons choisi une me´thode de Newton-Raphson multi-
dimensionnelle (cf. [PTVF92]) en vue de re´soudre le syste`me (5.15). Le point de de´part de
la relaxation est constitue´ par la solution homoge`ne φi = pi
B
b,0(χi) = σ˙0χ
2
i , nous arreˆtons
celle-ci lorsque l’erreur sur l’e´quation (5.12) est sature´e.
1.2 Propagation par les e´quations d’Hamilton
Ici encore, l’inte´gration directe du syste`me EYM (5.3) a` (5.9) nous a montre´ combien il
pouvait eˆtre judicieux d’adopter un changement de variables construites sur la base de la
solution homoge`ne et isotrope. La liste des nouvelles variables est analogue a` celle que nous
avions donne´e au chapitre 3 (cf. e´quations (4.47)), mais cette fois dans la jauge conforme
1Ou` Nχ + 1 est le nombre de points de discre´tisation de l’intervalle [χmin, χmax].
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N = R(t). Elle s’e´crit
eµ = m(χ, t) R(t)
e2λ = l(χ, t) R2(t)χ2
piµ = −4 R(t)χ2 pim(χ, t)
piλ = −8 R(t)χ2 pil(χ, t)
a(χ, t) = − α(χ, t)χ
1 + χ2γ(χ, t)
(5.17)
b(χ, t) =
β(χ, t)χ2
1 + χ2γ(χ, t)
c(χ, t) =
√
1 + χ2γ(χ, t)
pib(χ, t) = piβ(χ, t)χ
2
pic(χ, t) =
piγχ
2√
1 + χ2γ(χ, t)
de sorte que les solutions homoge`nes (5.10) sont donne´es par l’ensemble de constantes par
rapport a` χ :
(mB, lB, piBm, pi
B
l , α
B, βB, γB, piBβ , pi
B
γ ) = (1, 1, R˙, R˙, σ˙, σ
3, σ2, σ˙, σσ˙).
Dans ce nouveau jeu de variables, la formulation hamiltonienne du syste`me EYM (5.2) a`
(5.9) s’e´crit, pour les contraintes,
H1 = 0 ≡ m
′
m
pimχ+
l′χ+ 2l
l
pil − 2pim − χpi′m + 4pi R3 m l χ T 01 = 0
H = 0 ≡ −m
′R (l′χ+ 2l)
m2χ
− R (l
′χ+ 2l)2
4mlχ2
+
R (l′′χ2 + 4χl′ + 2l)
mχ2
− mR
χ2
+
pim
mlR
(pim − 4pil)− 8pi R3 m l T 00 = 0 (5.18)
G3 = 0 ≡ pi′βχ + 2piβ − 2mα = 0
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et, pour toutes les e´quations d’Hamilton,
m˙ = −R˙
R
m− pim − 2pil
Rl
l˙ = −2R˙
R
l + 2
pim
mR
˙pim = −R˙
R
pim − mR
2χ2
+
(l′χ+ 2l)2R
8mlχ2
− pim
2mlR
(pim − 4pil)
−4pi R3 m l T 11
p˙il = −R˙
R
pil − m
′R (l′χ+ 2l)
4m2χ
+
R
4mχ2
(
2l′χ+ l′′χ2 +
l
′2χ2
2l
)
− pim
2mlR
(pim − 4pil)− 4pi R3 m l T 22
β˙ =
2βpiγχ
2
m (1 + χ2γ)
− α
′
χ
− α
χ2
+
mpiβ
l χ2
+
α (2γ + χγ′)
(1 + χ2γ)
+
m
l
piβγ (5.19)
γ˙ = 2
piγ
m
piβ = −2 β
m
piγ =
(
pi2γ − β2
)
χ2
m (1 + χ2γ)
+
mα2
(1 + χ2γ)
− m
′ (2γ + χγ′)
2m2 χ
+
2γ + 4χγ′ + γ′′χ2
2mχ2
− (2γ + χγ
′)2
4m (1 + χ2γ)
− m
l χ2
γ − m
l
γ2
α˙ = −2β + β
′χ
m2
+
m′
m3
βχ+ α
(
pim − 2pil
mlR
+
R˙
R
)
.
Quant aux composantes du tenseur e´nergie-impulsion, elles se re´e´crivent
T 00 = −
1
2l2 R4
(
pi2β + γ
2
)−
(
pi2γχ
2 − (γ + χ
2
γ′
)2 − β2χ2)
m2 l R4 (1 + χ2γ)
− α
2
l R4 (1 + χ2γ)
(5.20)
T 22 =
1
2l2 R4
(
pi2β + γ
2
)
T 01 = −
2χ
l R4χ2 (1 + χ2γ)
(piγ
m
(
γ +
χ
2
γ′
)
− αβ
)
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T 11 est la meˆme expression que T
0
0 , a` l’exception du signe des deux derniers termes. Le
syste`me (5.19) sera inte´gre´ par la meˆme me´thode explicite du second ordre que celle uti-
lise´e au chapitre pre´ce´dent. Malgre´ son caracte`re instable, elle nous permettra ne´anmoins
d’e´tudier facilement l’instabilite´ gravitationnelle des champs de jauge durant quelques os-
cillations de la particule de Gal’tsov-Volkov. Examinons sans plus attendre les re´sultats
nume´riques.
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2 Re´sultats
Les tests sur la solution homoge`ne sont concluants et soulignent la grande sensibilite´ de
l’algorithme aux effets de bord, comme au chapitre pre´ce´dent. Le caracte`re explicite du
sche´ma se traduit e´galement par une divergence de certains champs avec le temps. Quant
aux contraintes, elles demeurent un ordre de grandeur au moins en dessous des erreurs
relatives sur les champs, a` condition de se trouver loin des bords de l’intervalle spatial,
bien suˆr. Nous ne de´velopperons pas plus ce the`me, dans la mesure ou` notre changement
de variables comprend la solution homoge`ne comme cas trivial et donc qu’il ne s’agit gue`re
d’un grand exploit que de retrouver celle-ci avec pre´cision.
Comme l’instabilite´ gravitationnelle des champs de YM se re´ve`le a` l’analyse bien plus com-
plexe que celle d’un univers rempli de poussie`res ou d’un gaz de particules relativistes, nous
nous efforcerons, dans ce qui va suivre, de faire ressortir les caracte´ristiques remarquables
du me´canisme. Les figures (5.2) a` (5.10) repre´sentent l’e´volution typique d’une fluctuation
des champs de YM au cours des premie`res oscillations de la particule de Gal’tsov-Volkov2.
Les figures qui les suivent illustreront, quant a` elles, certaines caracte´ristiques particulie`res
de cette e´volution typique. On trouvera e´galement a` l’annexe D les graphes complets des
simulations nume´riques utilise´es pour illustrer ce chapitre.
Pour les figures (5.2) a` (5.10), le proble`me aux valeurs initiales a e´te´ re´solu a` partir de
fonctions perturbatrices en de´rive´e de gaussienne :
i(χ) = 

−χ− χFw e
−(χ− χF )
2
2w

 (5.21)
ou` , χF et w sont des parame`tres indiquant respectivement l’amplitude, la position et la
taille de la perturbation dans (5.11). Ce dernier parame`tre, w, est relie´ a` la longueur
de cohe´rence λP de la fluctuation, c’est-a`-dire la longueur sur laquelle la perturbation
change de manie`re significative. Par souci de simplicite´, nous avons choisi de repre´senter
le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle pour la perturbation d’un seul champ a` la fois
parmi l’ensemble
(a0, b0, c0, c˙0, λ˙0).
En effet, perturber plusieurs champs a` la fois changera l’amplitude des contrastes de den-
site´ et de pressions sur l’hypersurface de genre espace initiale de´termine´e par le proble`me
aux valeurs initiales et affectera, de ce fait, le de´veloppement des instabilite´s sans toutefois
2Le lecteur aura soin de remarquer que dans ces figures, seules quelques dizaines d’ite´rations ont e´te´
sauvegarde´es, avec quelques points de discre´tisation repre´sente´s parmi l’ensemble qui entre en compte dans
le calcul nume´rique. Ceci explique l’aspect quelque peu “brise´” de certains graphes.
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changer les caracte´ristiques ge´ne´rales de l’e´volution qui seront pre´sente´es ici.
La figure (5.1) illustre le re´sultat du proble`me aux valeurs initiales pour une perturba-
tion de la forme (5.21) avec c = 10
−4 (i = 0 dans (5.11) pour i = a, b, c˙, h), w = 0.5 et
χF = 8. Les champs non repre´sente´s ont une perturbation identiquement nulle. L’erreur
relative obtenue lors de la re´solution du syste`me alge´brique (5.15) est de l’ordre de 10−3
en moyenne sur tous les points de discre´tisation. Ces distributions serviront de conditions
initiales a` la propagation des e´quations d’Hamilton dont le re´sultat est illustre´ aux figures
(5.2) a` (5.10). La figure 5.2 suivante illustre le comportement de la solution homoge`ne pour
l’e´volution typique conside´re´e.
Figure 5.1 – Re´sultat du proble`me aux valeurs initiales : (a) perturbation de c (trait plein),
perturbation de pib (pointille´), solution de (5.15), (b) perturbation de m (trait plein) et
de son “moment” pim (pointille´), tels que donne´s par l’e´quation (5.14) (ρ
B
0 = 15, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 ≈ 3.162, ∆χ = 9.3× 10−2, ∆t = 10−7)
En ce qui concerne le secteur gravitationnel du syste`me EYM, les perturbations des com-
posantes spatiales de la me´trique croissent comme une puissance du temps conforme (crois-
sance line´aire pour la composante radiale et quadratique pour la composante angulaire, cf.
figure 5.3).
Ce comportement est typique d’un univers domine´ par la radiation et a e´te´ e´tudie´ depuis
longtemps par des auteurs aussi fameux que Lemaˆıtre, Tolman, Lifshitz ou encore Bonnor
(cf. chapitre 4 ou la re´fe´rence [PEE93] pour une revue). En fait, l’e´volution diffe´rente des
composantes de la me´trique est a` la source meˆme du me´canisme d’instabilite´ gravitation-
nelle des champs de YM.
En effet, en vertu de l’invariance conforme de ceux-ci, on devrait s’attendre a` ce que l’ex-
pansion dilue leurs fluctuations d’e´nergie, puisque leur comportement dynamique n’est nul-
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Figure 5.2 – Solutions homoge`nes pour les figures (5.3) a` (5.10) : (a) facteur d’expansion
R(t), (b) e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t)
lement affecte´ par celle-ci. Cependant, lorsque les composantes de la me´trique deviennent
fortement inhomoge`nes, l’expansion ne se re´sume plus a` la simple transformation conforme :
gµν → R2(t) ηµν
ou` ηµν est la me´trique pseudo-euclidienne de Minkowski. De meˆme, elle ne s’e´crit pas non
plus sous la forme ge´ne´rale
gµν → f(t, χ) ηµν
puisque les perturbations des diverses composantes de la me´trique sont tre`s diffe´rentes (et
puisque N(χ, t) a e´te´ pose´ e´gal a` R).
Ainsi, le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle connaˆıtra une e´volution en deux temps :
un re´gime pre´coce, quasi-conforme, et un autre mature, fortement inhomoge`ne.
Tout d’abord, lorsque l’inhomoge´ne´ite´ est faible, l’expansion mime une transformation
conforme de la me´trique, ce qui a pour effet de diluer la densite´ d’e´nergie des champs
de YM ; ensuite, lorsque l’inhomoge´ne´ite´ n’est plus ne´gligeable, les champs de YM de-
viennent gravitationnellement instables et entrent dans un re´gime complexe d’interactions
non line´aires accompagne´es par de la diffusion. Nous allons tenter, dans la suite, de ca-
racte´riser quelque peu ce sche´ma ge´ne´rique.
Quant aux “moments” pil et pim associe´s a` ces variables, ils se comportent quasiment
comme des constantes au cours du temps. De plus, ils apparaissent fortement semblables,
comme dans le cas des radiations examine´ au chapitre pre´ce´dent. Cette caracte´ristique a
toujours e´te´ observe´e, a` une exception pre`s, dans le cas d’une perturbation de c˙0 apre`s un
certain temps d’e´volution (cf. Annexe D, figure 4.2). La diffe´rence est alors a` mettre sur
le compte d’une anisotropie locale des pressions3 importante dans ce cas (cf. figure 5.9,
3La composante radiale de la pression diffe`re de son homologue tangentielle T 11 6= T 22 .
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Figure 5.3 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ−R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ−R2(t)χ2 =
(l − 1)R2(t)χ2 (c) pil − R˙ (d) pim − R˙ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 5.1, c = 10−4,
w = 0.5)
graphes (e) et (f) ou` la distribution des contrastes de pressions, de meˆme que l’amplitude
de ceux-ci sont sensiblement diffe´rentes). Dans le cas de cette simulation, on peut relier
cette anisotropie a` une importance dominante des termes cine´tiques du champ de Higgs
par rapport aux termes e´lectromagne´tiques ou de self-interaction. Il convient d’insister sur
le fait que ce comportement n’est nullement duˆ a` la nature de la perturbation mais bien a`
l’amplitude des pressions et des me´canismes sous-jacents, comme nous le verrons par apre`s.
Avant de nous concentrer sur ces grandeurs observables que sont les contrastes de den-
site´ et de pressions, examinons plus en de´tail l’e´volution des perturbations des potentiels
de jauge. La figure 5.4 repre´sente, a` titre indicatif, l’e´volution des perturbations des nou-
velles variables de jauge α, β et γ que nous avions introduites en de´but de chapitre, tandis
que la figure 5.5 qui la suit repre´sente l’e´volution des perturbations des potentiels de jauge
dans la parame´trisation de Witten (2.55) avec la condition de jauge d = 0.
On y constate clairement une re´miniscence de la solution homoge`ne oscillante de Gal’tsov-
Volkov, re´miniscence qui s’estompe au cours du temps. En effet, les potentiels de jauge
continuent manifestement a` osciller dans le potentiel d’interaction quartique V = σ4, bien
que celui-ci apparaisse e´videmment distordu par les inhomoge´ne´ite´s de tout bord : la com-
posante e´lectrique a, relie´e a` la vitesse d’oscillation de la particule σ de Gal’tsov-Volkov
dans la parame´trisation (2.78), atteint son maximum lorsque la solution homoge`ne passe
par le point d’e´quilibre σ = 0 (en t ≈ 1.5 et t ≈ 3) ; les perturbations des potentiels
magne´tiques b et c oscillent et atteignent leurs maxima plus ou moins aux alentours de
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Figure 5.4 – Perturbations des nouvelles variables de jauge : (a) α− σ˙ (b) β−σ3 (c) γ−σ2
(meˆmes parame`tres qu’aux figures (5.1) et (5.2))
Figure 5.5 – Perturbations des potentiels de jauge : (a) composante e´lectrique
(
a− aB)
(b) composante magne´tique radiale
(
b− bB) (c) composante magne´tique angulaire (c− cB)
(meˆmes parame`tres qu’aux figures (5.1) et (5.2))
ceux de la solution homoge`ne σ (t ≈ 0.7 et t ≈ 3.7).
Nous allons tenter de donner une intuition plus pre´cise de la perturbation du poten-
tiel. Reprenons la relation (5.4) exprimant la densite´ d’e´nergie dans laquelle nous allons
de´libe´re´ment omettre les termes purement cine´tiques en pi2γ, pi
2
β et α
2 afin de ne garder que
ceux d’interaction. En termes des nouvelles variables (5.17), et en reprenant la nouvelle
expression (5.20), on peut e´crire le potentiel sous la forme suivante
V =
2
3

 γ2
2 l2
+
(
γ + χγ
′
2
)2
+ β2χ2
m2l (1 + χ2γ)

 . (5.22)
A la figure 5.6, nous avons repre´sente´ le potentiel V associe´ a` la simulation des figures
5.2 a` 5.10 comme une fonction de la position σ de la particule de Gal’tsov-Volkov au
cours du temps et de la coordonne´e comobile χ. L’oscillation a e´te´ de´plie´e le long de l’axe
σ qui court donc sur presque trois demi-pe´riodes. De plus, la distortion du potentiel a
e´te´ accentue´e dans le souci d’une plus grande visibilite´ (la fonction repre´sente´e est en
fait σ4 + 6 × 103 (V − σ4), tous les autres parame`tres e´tant ceux de la figure 5.2). Ainsi
repre´sente´, le potentiel d’interaction des champs de YM inhomoge`nes voisins de la solution
de Gal’tsov-Volkov apparaˆıt clairement comme une fonction de´pendant explicitement du
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Figure 5.6 – Potentiel d’interaction des champs de jauge, en fonction de la position de
la particule de Gal’tsov-Volkov au cours du temps et de la coordonne´e comobile χ (voir
commentaires dans le texte, meˆmes parame`tres qu’aux figures (5.1) et (5.2))
temps (via σ dans le graphe) et de la coordonne´e comobile χ.
Une analogie simpliste — mais ne´anmoins confortable — des re´sultats consiste a` voir
l’e´volution des potentiels de jauge comme celle d’un chapelet de billes, e´tire´ le long de l’axe
χ, de´valant les pentes du potentiel de la figure 5.6 avec des vitesses diffe´rentes. Le champ
de vitesse de ces billes serait relie´ a` la composante e´lectrique a tandis que les positions de
ces billes seraient dicte´es par les champs magne´tiques b et c. On notera cependant que la
forme du potentiel (5.22) est fonction a` la fois de la ge´ome´trie et de nos nouvelles variables
de jauge. Cette analogie se preˆte particulie`rement bien a` l’interpre´tation des re´sultats dans
le re´gime quasi-conforme, ou faiblement inhomoge`ne. Toutefois, dans le re´gime mature des
fluctuations, plus fortement inhomoge`ne et e´galement a` plus long terme, cette analogie
devient plus inapproprie´e dans la mesure ou` la solution s’e´loigne de plus en plus de la
solution de Gal’tsov-Volkov par instabilite´ gravitationnelle.
Examinons a` pre´sent le comportement de ces quantite´s observables que sont les com-
posantes du tenseur e´nergie-impulsion de YM. Plus pre´cise´ment, nous avons repre´sente´ a`
la figure 5.7 les contrastes de densite´ et de pressions radiale et tangentielle, respectivement
de´signe´s par
δρ = −T
0
0
ρB
− 1
δpr = 3
T 11
ρB
− 1
δpt = 3
T 22
ρB
− 1,
ainsi que la composante non diagonale du tenseur e´nergie-impulsion. Le lecteur aura soin
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e´galement de remarquer que ces quantite´s sont proportionnelles aux perturbations de la
ge´ome´trie en vertu de l’invariance conforme des champs de YM et des e´quations d’Einstein
Rνµ = κT
ν
µ . De ce fait, nous avons donc un acce`s direct aux inhomoge´ne´ite´s de l’espace-
temps lui-meˆme.
Apre`s examen de la figure 5.7, nous pouvons nous livrer aux commentaires suivants.
Figure 5.7 – Contrastes de densite´ et de pressions, ainsi que la composante non diagonale
du tenseur e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
−1 (b) 3T 11
ρB
−1 (c) 3T 22
ρB
−1 (d) −T 10 (meˆmes parame`tres
qu’aux figures (5.1) et (5.2))
Le comportement ge´ne´rique des contrastes est oscillant, a` l’image des potentiels de jauge
qui leur donnent naissance, meˆme si l’oscillation est amortie dans les premiers temps de
l’e´volution pour ensuite croˆıtre apre`s quelques temps. Le re´gime pour les pressions diffe`re
en ge´ne´ral de celui de la densite´, comme en te´moigne la figure 5.7 ou` le contraste de
densite´ finit par croˆıtre tandis que les pressions effectuent des oscillations amorties. Pour
reprendre ce que nous e´crivions un peu plus haut, l’instabilite´ gravitationnelle des champs
de YM est un me´canisme en deux temps : tout d’abord, la faible inhomoge´ne´ite´ des champs
re´sulte en un re´gime quasi-conforme, proche de la solution homoge`ne, ou` les fluctuations
d’e´nergie et des pressions tendent a` disparaˆıtre, dilue´es par l’expansion ; ensuite, la crois-
sance ininterrompue des perturbations de la ge´ome´trie, qui rend l’espace-temps de plus
en plus inhomoge`ne, ame`ne les champs a` quitter ce re´gime quasi-conforme et a` entretenir
des interactions non line´aires. Ces dernie`res re´sultent en des croissances des contrastes de
grandeurs observables.
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Figure 5.8 – Exemple de modes de´croissants (e´volution pre´coce des fluctuations). (a) (a−
aB) (b) (b− bB) (c) (c− cB) (d)
(
−T 00
ρB
− 1
)
(e)
(
3T 11
ρB
− 1
)
(f)
(
3T 22
ρB
− 1
)
(ρB0 = 1.5× 103,
L0H ≈ 0.009, b = 10−3, w = 0.4, σ0 = 0, ∆χ = 9.3× 10−2, ∆t = 10−6)
Un exemple du re´gime pre´coce ou quasi-conforme des fluctuations est illustre´ a` la figure 5.8.
Il s’agit en fait d’une bonne approximation de l’univers primordial : le taux d’expansion4
est bien supe´rieur a` celui de croissance des perturbations de la ge´ome´trie, de sorte que
ces dernie`res sont ne´gligeables et l’expansion peut eˆtre conside´re´e comme grossie`rement
homoge`ne. De ce fait, elle se comporte comme une transformation conforme de la me´trique
qui n’affecte pas la dynamique des champs de jauge. Dans la figure 5.8, les potentiels de
jauge oscillent dans un potentiel d’interaction voisin de celui de la solution homoge`ne (leurs
perturbations oscillent a` une fre´quence voisine de la particule de Gal’tsov-Volkov), sans
grande sensibilite´ a` cette expansion trop proche d’une transformation conforme, tandis que
les contrastes de densite´ effectuent des oscillations amorties.
Ceci implique que les cosmologies de Yang-Mills peuvent eˆtre plus inhomoge`nes qu’il n’y
paraˆıt au niveau des quantite´s observables puisque leurs consœurs non observables, comme
les coefficients de la me´trique et les potentiels de jauge, ne disparaissent pas avec le temps,
bien au contraire.
Ainsi, bien que les champs de YM soient de nature radiative, on ne retrouve pas le compor-
tement simple tire´ de l’approche perturbative de´crite au chapitre pre´ce´dent. En effet, nous
avions vu qu’il existait des modes croissant line´airement avec le temps synchrone, pour les
grandes longueurs d’onde de fluctuations, et d’autres de´croissant en l’inverse de ce meˆme
4Ce taux est spe´cifie´ par le parame`tre ρB0 qui est fixe´ a` une grande valeur a` la figure 5.8.
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temps, ces derniers correspondant aux petites longueurs d’onde, infe´rieures a` la longueur
de Jeans, ou` le contraste de densite´ oscille comme une onde acoustique. La complexite´ des
champs de YM entraˆıne que ces modes sont pre´sents meˆme aux plus grandes e´chelles, le
mode de´croissant laissant la place au mode croissant au cours du temps. Toutefois, cette
croissance ne se fait pas simplement suivant le carre´ du temps conforme en vertu des in-
teractions non line´aires existant au niveau des potentiels de jauge.
En ce qui concerne ces modes croissants, pre´cise´ment, les de´tails de ce re´gime mature
(il n’apparaˆıt que lorsque l’inhomoge´ne´ite´ est importante) semblent assez complexes et
peuvent se caracte´riser en fonction des interactions du mode`le de Higgs abe´lien a` deux
dimensions vu au chapitre 2. Nous y reviendrons. Un exemple de mode croissant est donne´
a` la figure 5.9.
Figure 5.9 – Exemple de modes croissants (e´volution a` long terme). (a)
(
a− aB) (b)(
b− bB) (c) (c− cB) (d) −T 00
ρB
− 1 (e) 3T 11
ρB
− 1 (f) 3T 22
ρB
− 1 (ρB0 = 1.5, c˙ = 10−1, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 = 1, w = 0.3, ∆χ = 7× 10−2, ∆t = 10−7)
Quant a` la composante non diagonale du tenseur e´nergie-impulsion (figure 5.7 (d)), celle-ci
s’homoge´ne´ise au cours du temps, en re`gle ge´ne´rale5. En effet, on voit a` l’e´quation (5.20)
que cette composante e´volue comme une perturbation sur R4 alors que les composantes
diagonales e´voluent comme une constante (E dans (2.80)) accompagne´e d’une perturba-
tion, le tout sur R4.
Avant d’aborder brie`vement l’e´volution relative des petites et grandes e´chelles, terminons
5Voir e´galement le de´tail graphique complet des simulations a` l’annexe D.
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le survol de notre simulation type avec l’examen de la violation des contraintes au cours
du calcul. Ceci est illustre´ par la figure suivante. Encore une fois, nous constatons que
Figure 5.10 – Evolution des contraintes. (a) H (b) H1 (c) G3 (meˆmes parame`tres qu’aux
figures (5.1) et (5.2))
les conditions de bord constituent sans conteste le point faible de la me´thode, ce qui est
d’ailleurs un proble`me re´current en relativite´ nume´rique6. L’erreur au centre de la grille est
principalement constitue´e par les erreurs de troncature qui peuvent eˆtre diminue´es par une
ame´lioration de la discre´tisation. On constate que la violation des contraintes augmente
line´airement avec le temps, bien moins vite que l’erreur due aux effets de bords d’ailleurs.
De manie`re ge´ne´rale, l’erreur sur les contraintes issues du secteur gravitationnel est bien
supe´rieure a` celle issue de celui de jauge. Cette instabilite´ nume´rique est caracte´ristique
des e´quations ADM canoniques (cf. [YS01, YS02, SS99] et de nombreuses autres re´fe´rences
en relativite´ nume´rique) et peut eˆtre ame´liore´e en recourant a` d’autres formulations des
e´quations d’Einstein (par exemple, l’approche standard de York [YOR78] ou les approches
hyperboliques [BM92] ou [REU98] pour une revue). Toutefois, les valeurs des contraintes
demeurent plusieurs ordres de grandeur en dessous des valeurs atteintes par les perturba-
tions des champs, ce qui nous assure d’une consistance certaine de nos re´sultats.
Attardons-nous quelque peu sur l’influence de la taille des fluctuations dans le me´canisme
d’instabilite´ gravitationnelle des champs de jauge. Pour ce faire, examinons la figure 5.11
qui repre´sente l’e´volution des perturbations des potentiels de jauge pour trois valeurs
diffe´rentes du taux d’expansion initial (de´signe´ par le parame`tre ρB0 ).
Nous constatons que les potentiels de jauge diffusent le long de l’axe radial d’autant plus
que le taux d’expansion est petit (figure 5.11 (a) et (b)). Cette diffusion est due a` l’im-
portance croissante des gradients spatiaux et de l’inhomoge´ne´ite´ de la me´trique dans les
e´quations de YM. Elle e´tait de´ja` pre´sente aux figures pre´ce´dentes, essentiellement dans le
re´gime mature des fluctuations. Le constat que la diffusion est plus importante avec les
faibles taux d’expansion peut se traduire e´galement en comparant la taille des fluctua-
tions, donne´e par la longueur de cohe´rence λP introduite pre´ce´demment, avec la longueur
6S. Bonazzola, J. Novak, Laboratoire de l’Univers et de ses THe´ories, Observatoire de Paris-Meudon,
communication personnelle.
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Figure 5.11 – Perturbations des composantes e´lectriques a (au-dessus) et magne´tiques b
(milieu) et c (au-dessous) des potentiels de jauge pour diffe´rentes valeurs du taux d’expan-
sion initial parame´trise´ par ρB0 . (a) gauche : ρ
B
0 = 0.15 (L
0
H ≈ 0.9) (b) centre : ρB0 = 1.5
(L0H ≈ 0.3) (c) droite : ρB0 = 15 (L0H ≈ 0.09) (a = 10−3, w = 0.5, σ0 = 0)
de Hubble LH = c/H ≡ 1/H = t +
√
3
κC
(c = 1). Au temps initial, cette dernie`re est
donne´e par
L0H =
R0
R˙0
=
√
3
κρB0
·
Ainsi, en variant uniquement la densite´ initiale ρB0 du fond homoge`ne et en gardant la
meˆme longueur de cohe´rence a` travers un parame`tre w identique, nous modifions juste le
rapport entre la longueur de cohe´rence et celle de Hubble. La longueur de Hubble initiale
est donne´e dans la le´gende de la figure 5.11 pour une longueur de cohe´rence de l’ordre de
l’unite´. La diffusion est donc importante pour les courtes longueurs d’onde λP ≈ LH et,
pour les longueurs d’onde plus grandes que celle de Hubble, elle n’apparaˆıt que lorsque l’in-
homoge´ne´ite´ spatiale est suffisante, comme aux figures 5.7 et 5.9. Une autre interpre´tation
de cet effet est la suivante. La longueur de Hubble repre´sente grossie`rement le rayon de la
sphe`re de causalite´ en un temps donne´. Ainsi, lorsque la taille des fluctuations approche la
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longueur de l’horizon, les interactions non line´aires entre le fond homoge`ne et la fluctua-
tion peuvent se propager de proche en proche sur ce dernier, a` la vitesse de la lumie`re. De
meˆme, pour des fluctuations de tailles supe´rieures a` celle de l’horizon, la diffusion n’ap-
paraˆıt que lorsque l’inhomoge´ne´ite´ aux e´chelles comprises a` l’inte´rieur de l’horizon devient
importante, c’est-a`-dire lorsque les gradients des champs deviennent suffisamment grands.
Avant de parfaire cette analyse avec des conside´rations relatives a` un mode`le de Higgs
abe´lien a` deux dimensions, donnons quelques pre´cisions quant a` la manie`re dont les diffe´rents
parame`tres affectent les re´sultats des simulations. Celles-ci sont caracte´rise´es par les pa-
rame`tres suivants : ρB0 , la densite´ initiale du fond homoge`ne ; w, parame`tre relie´ a` la
longueur de cohe´rence λP des fluctuations ; , l’amplitude relative de la perturbation ; σ0,
la position initiale de la particule de Gal’tsov-Volkov dans le potentiel d’interaction quar-
tique ; et finalement la nature de la perturbation (quel(s) champ(s) a (ont) e´te´ perturbe´(s)
initialement parmi les e´quations (5.11)). Les deux premiers parame`tres de´finissent le rap-
port entre la longueur de cohe´rence et celle de Hubble : λP
LH
· Nous nous sommes principa-
lement inte´resse´s ici a` des perturbations plus grandes que la longueur de Hubble, pour les
raisons avance´es au chapitre pre´ce´dent. En effet, une analyse comple`te des petites e´chelles
reque´rerait un traitement post-newtonien de l’instabilite´ gravitationnelle. Cependant, le
traitement des e´chelles de la taille de l’horizon se justifie amplement par le fait que le
me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle des champs de YM s’est de´roule´ a` une e´poque tre`s
pre´coce de l’histoire de l’univers.
On peut toutefois avancer que les grandes fluctuations e´voluent plus lentement que les
petites, tous les autres parame`tres restant e´gaux. Une manie`re de voir ceci est d’examiner
les figures 5.7, 5.8 et 5.9 ou` on a les couples (λP , LH) suivants : figure 5.7, λP  LH
(λP ≈ 3, L0H ≈ 0.09) ; figure 5.8, λP >>> LH (λP ≈ 2, L0H ≈ 0.009) et finalement figure
5.9, λP > LH (λP ≈ 2, L0H ≈ 0.3). En prenant une demi-pe´riode d’oscillation de σB comme
temps caracte´ristique d’e´volution, on constate que le contraste de densite´ a cruˆ durant ce
temps dans le premier cas alors qu’il n’y a aucune instabilite´ visible dans le second et
que les contrastes ont accuse´ une croissance importante pour le meˆme temps dans le der-
nier cas. Une manie`re plus claire de voir ceci est d’examiner la figure 5.12 suivante ou`
les e´volutions ont e´te´ repre´sente´es pour deux longueurs de cohe´rence diffe´rentes, tous les
autres parame`tres e´tant e´gaux.
L’e´volution des contrastes y est qualitativement la meˆme mais elle est manifestement plus
lente pour la grande fluctuation figure 5.12 (figures (a), (b), (c) au-dessus) (le contraste
de densite´, par exemple, croˆıt plus tard). Ainsi, les de´tails de l’e´volution, tels que le
temps apre`s lequel les fluctuations croissent, ou la pe´riode d’oscillation et l’amplitude des
contrastes de´pendent a` la fois du rapport de la longueur de cohe´rence a` celle de Hubble,
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Figure 5.12 – Evolution de fluctuations de tailles diffe´rentes (au-dessus λP ≈ 30, w = 7.5 ;
en dessous λP ≈ 10, w = 0.5). (a) −T
0
0
ρB
− 1 (b) 3T 11
ρB
− 1 (c) 3T 22
ρB
− 1 (ρB0 = 1.5, b = 10−3,
h = 10
−3, σ0 = 0.1, σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 = 1, ∆t = 10−6)
de l’intensite´ absolue des perturbations7 qui est fixe´e par les valeurs de  et σ0, ainsi que
de la nature de la perturbation. Cependant, le sche´ma typique de´compose´ en un re´gime
pre´coce quasi-conforme et un autre mature inhomoge`ne semble tout a` fait ge´ne´ral.
Quant a` un analogue du crite`re de Jeans pour les champs de YM, il faudrait une e´tude
quasi-newtonienne, c’est-a`-dire en travaillant dans une jauge N 6= 1, pour l’e´tablir. Nous
pouvons cependant gager qu’en vertu de l’anisotropie locale de leurs pressions, les champs
de YM seront soumis a` un crite`re de Jeans diffe´rent, s’il subsiste.
Avant de conclure, examinons les coulisses de ce me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle
en termes du mode`le de Higgs abe´lien a` deux dimensions vu au chapitre 2. Les composantes
diagonales du tenseur e´nergie-impulsion, c’est-a`-dire la densite´ et les pressions radiale et
tangentielles peuvent se re´e´crire sous la forme d’une somme de trois contributions, par
exemple :
T 00 = −e−4λ
pi2b
2︸ ︷︷ ︸
|E|2
−e−2λ−2µpi2c −
c
′2N2 + e2µa2c2 +N2b2c2
N2
e−2λ−2µ︸ ︷︷ ︸
HK
−e−4λ (c
2 − 1)2
2︸ ︷︷ ︸
HP
7L’intensite´ absolue des perturbations est de´finie par
f0−f
B
0
fB
0
pour un champ quelconque f .
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ou` |E|2 de´signe l’intensite´ (au carre´) du champ e´lectrique a` deux dimensions de´rivant du
2-potentiel (A0, Aχ) = (a, b), ou` HK de´signe l’ensemble des termes cine´tiques du champ
de Higgs provenant de la de´rive´e covariante dans (2.65), c’est-a`-dire les termes cine´tiques
purs en c˙2 +c
′2 ainsi que les termes non line´aires de couplage du champ de Higgs au champ
e´lectrique en a2c2 et en b2c2, et ou` HP de´signe le terme de self-interaction du doublet de
Higgs polarise´ a` sa seule composante c.
Forts de ces de´finitions, nous pouvons re´e´crire la de´finition des contrastes de densite´ et
de pressions sous la forme
δρ = −T
0
0
ρB
− 1 = − (δ|E|2 + δHK + δHP )
δpr = 3
T 11
ρB
− 1 = 3 (δ|E|2 − δHK + δHP ) (5.23)
δpt = 3
T 22
ρB
− 1 = 3 (δ|E|2 + δHP )
ou` on a pose´ δ|E|2 =
|E|2−|EB |2
ρB
(EB est la valeur du champ “e´lectrique” pour le fond
homoge`ne) et des de´finitions analogues pour δHK et δHP . En termes de nos variables (5.17),
les contrastes partiels δ|E|2, δHK et δHP se re´e´crivent :
δ|E|2 =
(
pi2β
2l2
− σ˙
2
2
)
/ρB0
δHK =


(
pi2γχ
2 + (γ2 + γ′χ)
2
+ β2χ2
)
m2l (1 + χ2γ)
+
α2
l (1 + χ2γ)
− σ˙2 − σ4

 /ρB0 (5.24)
δHP =
(
γ2
2l2
− σ
4
2
)
/ρB0 .
Nous proposons a` pre´sent d’analyser les diffe´rentes caracte´ristiques de l’instabilite´ gravi-
tationnelle vues pre´ce´demment a` l’aide de ces de´finitions. La figure 5.13 illustre l’e´volution
Figure 5.13 – Contrastes du mode`le de Higgs abe´lien pour les figures 5.1 a` 5.7 (a) terme
e´lectrique δ|E|2 (b) terme cine´tique de Higgs δHK (c) terme de self-interaction du Higgs δHP
142 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
des contrastes du mode`le de Higgs abe´lien donne´e par les e´quations (5.24) pour l’e´volution
typique des figures 5.1 a` 5.7. On y observe la similitude entre les termes e´lectromagne´tiques
δ|E|2 et cine´tiques du Higgs δHK , ainsi que la corre´lation entre le terme de self-interaction
δHP et l’oscillation de la solution homoge`ne (le premier atteignant son maximum plus ou
moins en meˆme temps que la solution homoge`ne σ). La distribution de l’e´nergie entre ces
diffe´rents termes aux derniers temps de la simulation apparaˆıt plus ou moins e´gale, avec
cependant une le´ge`re pre´fe´rence pour δHK . Cependant, cette distribution est diffe´rente
dans les premiers temps de l’e´volution comme le montre la figure 5.14 suivante, relative au
re´gime quasi-conforme de la figure 5.8.
Figure 5.14 – Contrastes du mode`le de Higgs abe´lien pour la figure 5.8 (a) terme e´lectrique
δ|E|2 (b) terme cine´tique de Higgs δHK (c) terme de self-interaction du Higgs δHP
Pour le re´gime quasi-conforme (e´volution pre´coce des fluctuations), on constate de manie`re
ge´ne´rale que les termes dominants sont les termes e´lectrique δ|E|2 et cine´tique du Higgs
δHK , le terme de self-interaction e´tant ne´gligeable. De plus, une superposition des deux
distributions montre que ces contributions se compensent dans la densite´, ce qui explique
l’e´volution observe´e a` la figure 5.8 (d). Comme celles-ci s’additionnent dans la pression
radiale et que la pression tangentielle est essentiellement e´lectrique en vertu de la faiblesse
du terme de potentiel δHP (relation (5.23)), ces distributions justifient bien a posteriori les
oscillations amorties des contrastes de pressions dans la figure 5.8. Une analyse en de´tail
des termes qui constituent δHK montre que ses contributions principales sont le terme pu-
rement cine´tique en piγ et le couplage avec le champ b. Quant au caracte`re ne´gligeable
du terme de self-interaction δHP , il s’explique par le fait que le potentiel d’interaction est
encore fort proche de la solution homoge`ne dans ce re´gime pre´coce.
La figure 5.15 suivante reprend les contrastes du mode`le de Higgs pour l’e´volution ma-
ture de la figure 5.9. On y observe la le´ge`re domination du terme cine´tique de Higgs sur
les deux autres meˆme s’ils demeurent tous du meˆme ordre de grandeur8. L’expe´rience a
montre´ que les termes cine´tiques du Higgs rassemble´s dans δHK dominent de plus en plus
8On peut e´galement tracer la contribution partielle de tous les termes constituant δHK , terme cine´tique
pur en pi2γ , terme diffusif en γ
′ et terme de couplage avec le potentiel e´lectrique a et b, et constater qu’ils
interviennent plus ou moins de la meˆme fac¸on dans ce cas.
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avec l’accroissement de l’inhomoge´ne´ite´. Comme la pression tangentielle ne comprend pas
ce terme cine´tique du Higgs, ceci explique pourquoi l’anisotropie des pressions est parti-
culie`rement importante dans les re´gimes tre`s inhomoge`nes.
Figure 5.15 – Contrastes du mode`le de Higgs abe´lien pour la figure 5.9 (a) terme e´lectrique
δ|E|2 (b) terme cine´tique de Higgs δHK (c) terme de self-interaction du Higgs δHP
Enfin, examinons l’effet de diffusion en termes des contrastes du mode`le de Higgs en trac¸ant
ceux-ci pour les potentiels de jauge de la figure 5.11 (a). Les termes dominants sont encore
une fois e´lectrique et cine´tique, et les contrastes de densite´ et de pression radiale re´sultants
(cf. annexe D) de´croissent au cours du temps de sorte que la fluctuation soit principalement
constitue´e de pression tangentielle. En re`gle ge´ne´rale, on peut dire que la diffusion se refle`te
dans chaque composante du mode`le de Higgs, comme on aurait pu s’y attendre, malgre´
une pre´fe´rence marque´e pour le terme cine´tique9.
Figure 5.16 – Contrastes du mode`le de Higgs abe´lien pour la figure 5.11 (a) terme e´lectrique
δ|E|2 (b) terme cine´tique de Higgs δHK (c) terme de self-interaction du Higgs δHP
Il convient de retenir de cette analyse en composantes du mode`le de Higgs que les termes
pre´ponde´rants dans les re´gimes pre´coces sont de nature e´lectromagne´tique et cine´tique,
et que le terme de self-interaction ne devient important pour les fluctuations que dans le
re´gime mature, lorsque l’inhomoge´ne´ite´ des champs a suffisamment de´forme´ le potentiel
de self-interaction du champ de Higgs c. De plus, les termes cine´tiques du Higgs (dont les
couplages au champ e´lectromagne´tique) sont les plus sensibles a` l’inhomoge´ne´ite´.
9Cette pre´fe´rence est peut-eˆtre tout simplement due au fait que δHK comprend plus de termes que ses
deux autres colle`gues.
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Chapitre 6
Instabilite´ gravitationnelle du champ
scalaire
”Et un astronome demanda : ”Qu’en est-il du Temps ?”
– (...) Ce qui en vous est e´tranger au temps sait que la vie e´chappe au temps,
Et il sait que ce qui chante et contemple en vous vit toujours a` l’inte´rieur des frontie`res
de ce premier instant qui e´parpilla les e´toiles dans le firmament.”
K. Gibran, ”Le Prophe`te”, 1923.
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1 Equations du champ scalaire en formalisme hamil-
tonien
Dans ce chapitre, nous allons examiner la dynamique des fluctuations de densite´ associe´e
a` un champ scalaire e´lectriquement neutre (re´el), appele´ quelquefois inflaton, se couplant
minimalement a` la gravitation. Nous ne rentrerons pas ici dans les de´tails de la physique as-
socie´e a` cette the´orie tenseur-scalaire de la gravitation ; l’e´tude entreprise ici a pour but de
comparer le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle de champs conforme´ment invariants
tels que les champs de jauge vus pre´ce´demment a` ce champ non conforme´ment invariant
qu’est le champ scalaire.
En effet, la densite´ lagrangienne associe´e a` l’inflaton s’e´crit (cf. chapitre 1, section 2.2)
LQ = 1
2
gµν∂µQ∂νQ + V (Q) (6.1)
ou` V (Q) est le potentiel de self-interaction du champ scalaire1 (attention a` la signature de
la me´trique). Lorsque l’espace-temps adopte la syme´trie sphe´rique, l’inflaton devient une
simple fonction des coordonne´es radiale et temporelle Q = Q(χ, t).
La formulation hamiltonienne de la densite´ lagrangienne (6.1) en syme´trie sphe´rique a
e´te´ e´tudie´e dans [BCMN72], avec, toutefois, une attention focalise´e sur le cas purement
statique. En choisissant le champ comme variable canonique, son moment conjugue´ s’ob-
tient au moyen de la relation habituelle piQ = ∂ (
√−gLQ) /∂Q˙, c’est-a`-dire
piQ = −eµ+2λQ˙, (6.2)
ou` µ et λ sont les potentiels de la me´trique a` syme´trie sphe´rique (2.43) et ou` nous avons
choisi la jauge synchrone (N = 1, Nχ = 0) pour le champ gravitationnel. L’autre e´quation
d’Hamilton s’obtient par variation de la densite´ lagrangienne par rapport a` la variable
canonique, et s’e´crit
p˙iQ = −
(
e−µ+2λQ′
)′
+ eµ+2λ
dV (Q)
dQ
· (6.3)
En vertu du spin nul du champ scalaire, cette dynamique du champ seul ne doit pas eˆtre
corrige´e de contraintes supple´mentaires. Le couplage au champ gravitationnel dans la jauge
synchrone s’obtient de`s lors a` travers les e´quations d’Einstein en formalisme hamiltonien,
donne´es au chapitre 4 (relations (4.30) a` (4.35)), au sein desquelles on prendra soin de rem-
placer la densite´ ρ = −T 00 et la pression p = Kρ = T ii (i = 1, 2, 3) du fluide cosmologique
1Pour un terme de masse V (Q) = m2 Q
2, ou` m est la masse du champ scalaire.
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par les composantes suivantes
T 00 = −
(
Q˙2
2
+ e−2µ
Q
′2
2
+ V
)
≡ −ρQ (6.4)
T 10 = e
−2µQ˙Q′ = −e−2µT 01 (6.5)
T 11 =
Q˙2
2
+ e−2µ
Q
′2
2
− V (6.6)
T 22 =
Q˙2
2
− e−2µQ
′2
2
− V (6.7)
puisque le tenseur e´nergie-impulsion associe´ a` la densite´ lagrangienne s’e´crit
Tµν = −gµνLQ + ∂µQ∂νQ.
La composante non diagonale T 10 du tenseur e´nergie-impulsion corrige le ge´ne´rateur H1
de transformation de coordonne´es au sein de chacune des strates spatiales (super-moment
radial) :
H1 = 0 ≡ µ′piµ + λ′piλ − pi′µ − 16pieµ+2λT 01 = 0, (6.8)
de meˆme que la composante purement temporelle corrige le super-hamiltonien H qui de-
vient
e−µ+2λ
(
−4µ′λ′ + 6λ′2 + 4λ′′
)
− 2eµ + piµ
8
(piµ − 2piλ) e−µ−2λ − 16pieµ+2λT 00 = 0· (6.9)
Par souci de comple´tude, e´crivons explicitement les e´quations d’Hamilton de´crivant la
dynamique gravito-scalaire en syme´trie sphe´rique
µ˙ =
1
4
e−µ−2λ (piµ − piλ) (6.10)
λ˙ = −1
4
e−µ−2λpiµ (6.11)
piµ = 2e
−µ
(
e2µ − λ′2e2λ
)
+
piµ
8
e−µ−2λ (piµ − 2piλ) + 16pieµ+2λT 11 (6.12)
piλ = 4 e
−µ+2λ
(
µ′λ′ − λ′2 − λ′′
)
+
piµ
4
e−µ−2λ (piµ − 2piλ) + 32pieµ+2λT 22 (6.13)
auxquelles il convient d’ajouter les relations (6.2) et (6.3) pour la dynamique pure de
l’inflaton.
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2 Proble`me de Cauchy
La re´solution des contraintes nous est de´sormais familie`re, forts de notre expe´rience avec
un fluide de matie`re et avec les champs de Yang-Mills des deux chapitres pre´ce´dents.
On proce`de tout d’abord aux hypothe`ses suivantes :
• On se place quelque temps apre`s le Big Bang : R(0) = R0 = 1.
• On pose λ0 = ln Σ(χ).
• On perturbe les champs suivants autour de leurs solutions homoge`nes
λ˙0 =
√
κ
3
ρB0 + h(χ) (6.14)
Q0 = Q
B
0 + Q(χ) (6.15)
Q˙0 = Q˙
B
0 + Q˙(χ) (6.16)
piµ,0 = −4λ˙0eµ0χ2 (6.17)
ou` ρB0 est la densite´ initiale du fond, de´finie comme un parame`tre, a` l’instar de la position
initiale du champ scalaire QB0 , la vitesse initiale ve´rifiant, quant a` elle,
Q˙B0 =
√
2ρB0 − 2V (QB0 );
ou` les fonctions i(χ) sont des perturbations arbitraires, permettant toutefois d’utiliser
des conditions de bords inte´ressantes, et ou` µ0(χ) est l’une des inconnues du proble`me
de Cauchy (κ = 8pi).
Ensuite, il suffit de re´soudre la contrainte (6.8) du super-moment radial par rapport a`
piλ, et de re´injecter la valeur ainsi obtenue dans le super-hamiltonien (6.9) pour obtenir
finalement l’e´quation diffe´rentielle ordinaire suivante
y′ = − y
χ
− 8piχ
(
Q˙20
2
+
Q
′2
0
2
y + V (Q0) + λ˙0Q
′
0Q˙0χ
)
+ 3λ˙20χ+ 2λ˙
′
0λ˙0χ
2 +
1
χ
, (6.18)
ou` y = e−2µ0(χ). Les valeurs nume´riques discre´tise´es yi sont obtenues via la solution analy-
tique de (6.18) ou` les quadratures sont e´value´es par une me´thode de Bode avec raffinement
de la discre´tisation, exactement comme au chapitre 4.
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3 Equations d’Hamilton
Nous ferons ici encore l’usage du changement de variables (4.47) introduit au chapitre 4,
auquel nous ajoutons une variante du moment conjugue´ au champ scalaire
piQ = R
3χ2ΠQ, (6.19)
de sorte que ΠBQ = −Q˙B pour la solution du fond homoge`ne. Dans ces nouvelles variables,
les e´quations hamiltoniennes du secteur gravitationnel sont celles du chapitre 4, au rem-
placement des composantes du tenseur e´nergie-impulsion pre`s :
T 00 = −
(
Π2Q
2m2l2
+
Q
′2
2m2R2
+ V
)
T 01 = −
ΠQ
ml
Q′
T 11 =
Π2Q
2m2l2
+
Q
′2
2m2R2
− V
T 22 =
Π2Q
2m2l2
− Q
′2
2m2R2
− V · (6.20)
L’e´quivalent en termes des nouvelles variables des e´quations d’Hamilton relatives au champ
scalaire seul (6.2 et 6.3) peut s’e´crire :
Q˙ = −ΠQ
ml
(6.21)
Π˙Q = −3R˙
R
ΠQ − Q
′′l
mR2
− 2Q
′l
R2mχ
− l
′Q′
mR2
+
m′Q′l
R2m2
+ml
dV (Q)
dQ
· (6.22)
Nous utiliserons pour l’inte´gration nume´rique de ces e´quations la meˆme me´thode qu’au
chapitre 4. Les conditions de bord seront une fois de plus d’imposer aux champs leur
valeur homoge`ne au bord de l’intervalle de discre´tisation. Toutefois, la solution homoge`ne
n’est plus analytique dans le cas du champ scalaire couple´ a` la gravitation. Celle-ci sera
donc prodigue´e par un inte´grateur nume´rique qui re´soudra simultane´ment l’e´quation de
Friedmann pour la ge´ome´trie2
H2 =
R˙2
R2
=
κ
3
(−T 00 ) (6.23)
couple´e a` l’e´quation de Klein-Gordon
Q¨ + 3
R˙
R
Q˙ = −dV
dQ
(6.24)
2Nous travaillons toujours dans un univers plat et la constante de couplage gravitationnel κ a e´te´ pose´e
e´gale a` 8pi.
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dictant la dynamique du champ scalaire. Il est aise´ de ve´rifier que ces e´quations sont les
solutions particulie`res des e´quations (6.2), (6.3), et (6.8) a` (6.13) pour les valeurs homoge`nes
des champs.
4 Inflaton dans un potentiel quartique
Dans ce paragraphe, nous nous inte´ressons a` l’instabilite´ gravitationnelle de l’inflaton
plonge´ dans le potentiel de self-interaction quartique :
V =
1
4
(
Q2 − 1)2 (6.25)
a` l’image du potentiel de Higgs dans (1.18) au chapitre 1 et du potentiel d’interaction dans
(2.65) de la sous-composante scalaire du champ de jauge (cf. chapitre 2). Toutefois, le com-
portement gravitationnel sera fort diffe´rent de celui du champ de jauge, puisque le champ
scalaire n’est pas conforme´ment invariant. Il n’en demeure pas moins que le me´canisme
d’instabilite´ gravitationnelle sera tout de meˆme plus aise´ a` comprendre.
En effet, la physique du champ scalaire auto-gravitant, homoge`ne et isotrope, telle que
de´crite par les e´quations (6.23) et (6.24), pre´sente une analogie me´canique e´vidente :
l’e´quation de Klein-Gordon (6.24) dictant la dynamique de l’inflaton peut se voir comme
une e´quation de Newton pour un oscillateur a` la position Q(t) dans le potentiel V , amorti
par l’expansion cosmique (au travers du terme proportionnel au parame`tre de Hubble
H = R˙
R
). En retour, le couplage de ce champ a` la gravitation, au travers de l’e´quation de
Friedmann (6.23) est lui-meˆme source d’expansion, et donc de frottement pour l’oscillateur.
Cette dynamique particulie`re est de premie`re importance en cosmologie puisqu’elle se
trouve a` la base des the´ories inflationnaires (on consultera les travaux pionniers [GUT81,
LIN84] et [PEE93] pour une introduction) et des sce´narios de quintessence en vue de jus-
tifier l’acce´le´ration observe´e de l’expansion cosmique (cf. [PR03] pour une premie`re revue).
Une des conditions essentielles de ces me´canismes est l’e´tat de “slow-roll” du champ,
dans lequel son e´nergie cine´tique devient ne´gligeable devant son e´nergie potentielle
Q˙2  V
de sorte que l’inflaton mime alors une constante cosmologique de valeur Λ = κV . La
solution de l’e´quation de Friedmann est alors analogue a` celle d’un univers de de Sitter (cf.
[AND70, PEE93]) :
R(t) = R0 exp
(√
κV
3
t
)
·
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Ainsi, le champ scalaire permet-il de rendre compte d’une myriade de mode`les cosmolo-
giques diffe´rents, graˆce a` la marge de manœuvre qu’il apporte dans la spe´cification de son
potentiel de self-interaction et des conditions initiales du champ. Nous pouvons appre´cier
ce confort cosmologique qu’offre l’inflaton en nous le repre´sentant a` la manie`re d’un fluide
d’e´quation d’e´tat
pQ = ωQρQ (6.26)
avec, par de´finition,
ωQ =
Q˙2
2
− V
Q˙2
2
+ V
·
Le parame`tre de l’e´quation d’e´tat ωQ peut donc varier continuˆment dans l’intervalle [−1, 1]
suivant les ale´as de la trajectoire du champ scalaire Q, en reproduisant des comportements
aussi varie´s que le fluide de poussie`res (ωQ = 0), de radiations (ωQ = 1/3) et une constante
cosmologique ne´gative ou positive (ωQ = ±1).
Illustrons ces propos par l’examen d’une trajectoire de notre inflaton Q dans le poten-
tiel quartique (6.25) dont le de´tail pourra eˆtre trouve´ a` la figure 6.1. Laˆche´ au voisinage
du point de re´pulsion Q = 0 avec une vitesse positive, le champ est repousse´ vers le mi-
nimum Q = 1 ou` il finira par s’e´tablir puisque, pendant ce temps, la vitesse du champ a
e´te´ drastiquement freine´e par l’expansion que la dynamique scalaire a produite. Le facteur
d’expansion R(t) exhibe, quant a` lui, une phase d’acce´le´ration prolonge´e correspondant au
transit du champ vers le bassin d’attraction suivie d’une autre de de´ce´le´ration lorsque le
champ tombe dans le bassin.
La figure 6.2 repre´sente l’e´volution du parame`tre ωQ de l’e´quation d’e´tat. La phase d’acce´le´ra-
tion de l’expansion correspond a` certaines valeurs ne´gatives que ce parame`tre atteint au
de´but de son e´volution, lorsque l’e´nergie potentielle du champ en arrive a` dominer sa
contrepartie cine´tique. La phase de de´ce´le´ration suivante correspond a` la chute dans le
bassin d’attraction, ou` l’e´nergie potentielle devient en moyenne infe´rieure a` son e´quivalente
cine´tique3. Toutefois, le parame`tre ωQ oscille a` l’image du champ lui-meˆme, ce qui pro-
voque de faibles oscillations du facteur d’expansion durant sa de´ce´le´ration.
Examinons a` pre´sent le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle le long de cette trajectoire
type. Les conclusions que nous en tirerons ne de´pendront toutefois pas de cette trajectoire
particulie`re mais bien de la physique du champ scalaire auto-gravitant lui-meˆme.
3On trouve en effet, en de´rivant (6.23), que l’e´quation d’acce´le´ration est donne´e par
R¨
R
=
κ
3
(
V − Q˙2
)
·
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Figure 6.1 – Evolution du syste`me gravite´ - champ scalaire homoge`ne au cours du temps.
(a) Q(t) (b) Q˙ (c) orbite dans le plan de phase Q˙(Q) (d) Facteur d’expansion R(t) (ρB0 = 1,
Q0 = 0.2, Q˙0 =
√
2(ρB0 − V (Q0)))
La figure 6.3 illustre l’e´volution des perturbations de la me´trique au cours du temps. Le
comportement croissant de celles-ci nous est de´sormais familier et nous ne nous y attar-
derons gue`re davantage. Toutefois, ce comportement va jouer ici encore un roˆle crucial
dans le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle du champ scalaire. La figure 6.4 illustre
l’e´volution des perturbations du secteur scalaire, c’est-a`-dire celles du champ lui-meˆme
et de son moment conjugue´. L’analogie me´canique introduite ci-dessus va nous permettre
d’analyser facilement le comportement gravitationnel instable de ces quantite´s.
En effet, il suffit ici encore de se repre´senter le champ scalaire inhomoge`ne comme une col-
lection continue d’oscillateurs, distribue´s le long de l’axe radial et couple´s e´lastiquement,
en oscillation dans le potentiel de self-interaction V (χ, t). Les perturbations initiales (6.15)
et (6.16) consistent alors a` modifier respectivement la position et la vitesse initiales des
oscillateurs dans le potentiel. Lors de leur e´volution, les perturbations du champ oscillent
en suivant de pre`s la trajectoire homoge`ne, et les divers oscillateurs atteignent des valeurs
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Figure 6.2 – Parame`tre ωQ de l’e´quation d’e´tat en fonction du temps. (meˆmes parame`tres
qu’a` la figure 6.1)
Figure 6.3 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ−R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ−R2(t)χ2 =
(l − 1)R2(t)χ2 (ρB0 = 1, Q = 10−4, Q˙ = 10−5, h = 10−5, w = 0.5)
d’e´nergie potentielle et cine´tique plus ou moins e´leve´es, associe´es a` des positions diffe´rentes
dans l’espace de phase, suivant les possibilite´s dont ils ont e´te´ gratifie´s initialement. En
examinant la figure 6.4, on remarque e´galement que le champ et son moment conjugue´
suivent des e´volutions en opposition de phase, ce qui est bien compatible avec notre ana-
logie me´canique.
En vue d’expliquer le comportement des perturbations du champ et de sa vitesse, il est
ne´cessaire de se rappeler celui de la solution homoge`ne que nous avons e´tudie´e pre´ce´demment.
La phase de transit entre le bassin de re´pulsion et celui d’attraction s’accompagne d’une
formidable expansion (slow-roll) qui fait e´galement croˆıtre tre`s fortement les perturbations
de la ge´ome´trie (voir figure 6.3 (a) et (c) ou` ces perturbations varient sur plusieurs ordres
de grandeurs dans les premiers temps de l’e´volution). Il en re´sulte que les perturbations
initiales du champ Q sont fortement amplifie´es durant cette pe´riode (puisqu’elles obe´issent
a` la relation 6.21), comme on peut le constater a` la figure 6.4 (a). Pendant ce temps, les
fluctuations de la vitesse sont amorties, a` l’image de la vitesse elle-meˆme, en vertu de la
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puissante expansion (figure 6.4 (b)).
Ensuite, lorsque le champ homoge`ne chute dans le bassin d’attraction aux alentours de
l’e´quilibre Q = +1 et entame sa descente amortie vers celui-ci, les diffe´rents oscillateurs se
de´placent au sein de ce bassin, avec des positions et des vitesses diffe´rentes, ce qui explique
les variations des perturbations du champ et de son moment durant cette pe´riode. Tou-
tefois, l’expansion ininterrompue amortit le mouvement global de ces oscillateurs de sorte
qu’a` tre`s long terme toutes les perturbations soient gele´es aux alentours du minimum.
Nous reviendrons sur l’instabilite´ gravitationnelle dans le bassin d’attraction.
Figure 6.4 – Perturbations du champ scalaire et de son moment conjugue´ : (a) Q − QB
(b) ΠQ − ΠBQ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 6.3)
La figure 6.5 repre´sente, quant a` elle, les perturbations associe´es au tenseur e´nergie-
impulsion, plus pre´cise´ment sous la forme des habituels contrastes de densite´ et de pres-
sions :
δi =
T ii
(T ii )
B
− 1
ainsi que la composante non diagonale T 01 de ce tenseur. L’interpre´tation de ces e´volutions
est facilite´e lorsque l’on de´compose les contrastes de densite´ et de pressions en une somme
de trois contributions : cine´tique, diffusive et potentielle des oscillateurs. Par exemple, le
contraste de densite´ peut se re´e´crire
δρ =
Π2Q
2m2l2
− (Q˙
B)2
2
(Q˙B)2
2
+ V (QB)
+
Q
′2
2m2R2
− (Q˙
B)2
2
(Q˙B)2
2
+ V (QB)
+
V (Q)− V (QB)
(Q˙B)2
2
+ V (QB)
= δK + δdif + δV , (6.27)
ou` δK, δdif et δV sont les contributions cine´tique, diffusive et potentielle au contraste de
densite´ et de pressions. En effet, en vertu de (6.20), les contrastes de pressions radiale et
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tangentielles s’e´crivent
δpr = δT 11 = δK + δdif − δV
δpt = δT 22 = δK − δdif − δV ·
Ainsi, l’examen des graphes (b) (δpr) et (c) (δpt) de la figure 6.5 nous enseigne que la contri-
bution de la diffusion est ici ne´gligeable (voir e´galement la figure 6.6 (c)), ce qui justifie a
posteriori que ces contrastes soient si semblables et ainsi que les pressions soient localement
isotropes4. Les contributions aux contrastes de densite´ et de pression sont donc essentiel-
lement cine´tiques et potentielles. Avec cette observation, il est alors aise´ d’interpre´ter
Figure 6.5 – Contrastes de densite´ et de pressions, composante non diagonale du tenseur
e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
− 1 (b) T 11
(T 11 )
B − 1 (c) T
2
2
(T 22 )
B − 1 (d) T 01 (meˆmes parame`tres qu’a`
la figure (6.3))
l’e´volution des contrastes de densite´ et de pressions, en se souvenant du comportement des
perturbations du champ et de son moment associe´ que nous avons examine´s pre´ce´demment.
Dans un premier temps, la croissance des perturbations du champ, due a` l’expansion puis-
sante, entraˆıne que le contraste d’e´nergie cine´tique est ne´gligeable devant celui d’e´nergie
potentielle (figure 6.6 (a) et (b)). La contribution principale aux contrastes de densite´ et de
pressions est donc potentielle, ce qui se voit particulie`rement en comparant les graphes 6.5
(a) et 6.6 (b). Ensuite, lorsque le champ oscille dans le bassin d’attraction, la contribution
4Nous n’avons pas encore e´tudie´ les conse´quences de la diffusion sur le me´canisme d’instabilite´ gravi-
tationnelle du champ scalaire, nous devrons donc laisser ce sujet pour des travaux ulte´rieurs.
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due a` l’e´nergie cine´tique peut seulement augmenter. La forme particulie`re de l’e´volution des
contrastes de pressions est due au fait qu’ils valent pratiquement5 la diffe´rence des contri-
butions cine´tique et potentielle. Ils sont donc extre´maux lorsque l’une ou l’autre s’annule,
c’est-a`-dire au passage par le minimum du potentiel Q(χ, t) = 1 et a` l’arreˆt des oscillateurs
Q˙(χ, t) = 0. Enfin, on remarquera l’e´vidente opposition de phase entre les perturbations
de l’e´nergie cine´tique et potentielle du champ a` la figure 6.6.
Par ailleurs, l’e´volution de la composante non diagonale du tenseur e´nergie-impulsion
(figure 6.5 (d)), proportionnelle au produit du gradient du champ par sa vitesse (rela-
tion (6.5)), nous confirme bien que les perturbations du champ croissent fortement aux
premiers temps de l’e´volution. Cette composante subit ensuite un re´gime d’oscillations
amorties lorsque le champ homoge`ne bascule dans le bassin d’attraction (voir plus loin
pour l’examen de ce re´gime).
Figure 6.6 – Composantes cine´tique (a), potentielle (b) et diffusive (c) des contrastes de
densite´ et de pressions. (meˆmes parame`tres qu’a` la figure (6.3))
Nous proposons a` pre´sent au lecteur d’analyser le comportement a` long terme des fluctua-
tions lorsque le champ gravite Q autour de son minimum et, a` cette fin, choisissons une
solution homoge`ne comme celle illustre´e a` la figure 6.7. Les perturbations du champ sca-
laire et de son moment autour de cette trajectoire sont indique´es a` la figure 6.8. Celles-ci
oscillent dans le bassin d’attraction, pendant que l’expansion inhomoge`ne produit un frot-
tement qui continue a` diffe´rencier les vitesses et les positions du champ d’oscillateurs en
mouvement dans le potentiel V (χ, t). Il en re´sulte que le contraste de densite´ de la figure 6.9
croˆıt de manie`re monotone. En effet, ce contraste est une superposition des contributions
potentielle δV et cine´tique δK de la figure 6.10 (a) et (b) qui sont a` l’image des distributions
de positions et de vitesses relatives dans la collection d’oscillateurs. Ces distributions sont
sans cesse alimente´es par l’expansion inhomoge`ne. Les contrastes de pressions e´voluent de
manie`re similaire a` ce que nous avons vu pre´ce´demment, c’est pourquoi nous ne les avons
pas repre´sente´s ici. La composante non diagonale du tenseur e´nergie-impulsion subit des
oscillations amorties, comme nous l’annoncions auparavant, du fait de la dissipation due a`
5Au terme diffusif ne´gligeable pre`s.
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Figure 6.7 – Evolution du syste`me gravite´ - champ scalaire homoge`ne au cours du
temps dans le bassin d’attraction autour du minimum Q = +1. (a) Q(t) (b) Q˙ (c)
orbite dans le plan de phase Q˙(Q) (d) Facteur d’expansion R(t) (ρB0 = 0.1, Q0 = 1,
Q˙0 =
√
2(ρB0 − V (Q0)))
l’expansion (cette composante est le produit de la vitesse du champ par son gradient, voir
(6.5)).
5 Remarque : influence du potentiel sur le me´canisme
Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons pas encore examine´ le roˆle important que joue le potentiel de
self-interaction dans le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle de l’inflaton. Bien que nous
n’ayons pas approfondi la question, nous proposons d’examiner deux exemples qui montrent
que la forme du potentiel est e´galement une composante essentielle de ce me´canisme. Pour
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Figure 6.8 – Perturbations du champ scalaire et de son moment conjugue´ : (a) Q − QB
(b) ΠQ−ΠBQ (ρB0 = 0.1, Q = 10−5, Q˙ = 10−5, h = 10−5, w = 0.5, ∆χ = 0.14, ∆t = 10−6)
Figure 6.9 – Contrastes de densite´ et de pression, composante non diagonale du tenseur
e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
− 1 (b) T 01 (meˆmes parame`tres qu’a` la figure (6.8))
ce faire, utilisons le potentiel e´tudie´ par Peebles et Vilenkin dans [PV99] :
V (Q) = λ
(
Q4 +M4
)
si Q < 0
=
λM8
Q4 +M4
si Q ≥ 0 (6.28)
qui est un potentiel d’inflation “chaotique” pour Q −M (cf. [LIN84]) et de quintessence
pour QM , M et λ e´tant des parame`tres arbitraires a` de´terminer par des conside´rations
empiriques. Ce potentiel est repre´sente´ a` la figure 6.11.
Examinons tout d’abord un contre-exemple du re´sultat du paragraphe pre´ce´dent sur la
croissance du contraste de densite´ durant la phase acce´le´re´e de l’expansion. La figure 6.13
reprend la perturbation d’une trajectoire inflationnaire6 de l’inflaton, donne´e a` la figure
6.12. La de´croissance du contraste de densite´ y est due au fait que les perturbations du
champ sont e´parpille´es par l’expansion inhomoge`ne dans un potentiel quasiment plat, ne
permettant donc pas de ge´ne´rer de grandes diffe´rences de potentiel au cours de l’inflation,
6On remarquera toutefois que la condition pour avoir une phase inflationnaire est ωQ ≤ −1/3 (cf.
[PEE93]).
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Figure 6.10 – Composantes cine´tique (a) et potentielle (b) des contrastes de densite´ et de
pressions. (meˆmes parame`tres qu’a` la figure (6.8))
Figure 6.11 – Potentiel de Peebles-Vilenkin (6.28) (λ = 1, M = 0.5)
au contraire de ce que nous avions vu avec le potentiel quartique. Une phase d’inflation
n’est donc pas ne´cessairement synonyme de croissance des fluctuations d’e´nergie du champ
scalaire.
Ensuite, e´tudions l’e´volution des fluctuations dans la partie de quintessence (Q ≥ M)
du potentiel (6.28). La trajectoire homoge`ne dont la perturbation se trouve illustre´e a` la
figure 6.15 est repre´sente´e a` la figure 6.14. La solution homoge`ne se de´compose comme
suit : d’abord une phase d’expansion de´ce´le´re´e qui correspond au de´marrage du champ Q
sur la pente descendante du potentiel de quintessence, suivie d’une phase acce´le´re´e lorsque
le champ effectue un “slow-roll” le long du potentiel. Dans le cas inhomoge`ne, le contraste
de densite´ subit l’e´volution indique´e par la figure 6.15 (a), domine´ d’abord par le terme
cine´tique δK (cf. figure 6.15 (b)) lorsque l’expansion n’a pas encore trop fortement amorti
le champ, et ensuite par le terme potentiel δV (cf. figure 6.15 (c)), lorsque les valeurs du
champ sont suffisamment e´parpille´es dans la pente du potentiel. A long terme, on constate
que le contraste de densite´ de´croˆıt et, comme il est alors essentiellement constitue´ de termes
potentiels, cela signifie que les perturbations du champ Q lui-meˆme s’amenuisent.
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Figure 6.12 – Orbite dans le plan de phase Q(Q˙) et facteur d’expansion re´sultant pour
une trajectoire “inflationnaire”. (meˆme potentiel que celui de la figure (6.11), ρB0 = 1,
Q0 = −0.5)
Figure 6.13 – Contraste de densite´, perturbations du champ et diffe´rence d’e´nergie poten-
tielle re´sultante pour la trajectoire homoge`ne de la figure 6.12. (a)
−T 00
ρB
− 1 (b) Q−QB (c)
δV (Q = 10
−5, Q˙ = 10
−5, w = 0.4, ∆χ = 0.14, ∆t = 10−6)
Ce re´sultat n’est pas surprenant dans la mesure ou` les potentiels de quintessence en puis-
sance inverse du champ pre´sentent souvent l’existence d’un attracteur qui entraˆıne la solu-
tion homoge`ne vers un meˆme e´tat pour un large ensemble de conditions initiales du champ.
C’est d’ailleurs pourquoi la quintessence pre´sente un tel inte´reˆt cosmologique (cf. [PR03]
pour une introduction).
En effet, l’observation de l’acce´le´ration de l’expansion cosmique sugge`re l’existence d’une
quantite´ pre´cise “d’e´nergie ne´gative” (correspondant a` des valeurs ne´gatives du parame`tre
ωQ dans l’e´quation d’e´tat (6.26)) qui doit se justifier par une valeur extreˆmement pre´cise
de la constante cosmologique Λ ou par un autre moyen, la quintessence sous forme d’un
champ scalaire par exemple. En ce qui concerne la constante cosmologique, ce proble`me
s’ajoute a` celui de´ja` connu qui consiste a` e´valuer sa valeur a` partir de conside´rations is-
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Figure 6.14 – Orbite dans le plan de phase Q(Q˙) et facteur d’expansion re´sultant pour
une trajectoire de quintessence. (meˆme potentiel que celui de la figure (6.11), ρB0 = 1,
Q0 = 0.5)
Figure 6.15 – Contraste de densite´ et contributions cine´tique et potentielle constitutives
pour la trajectoire homoge`ne de la figure 6.14. (a)
−T 00
ρB
− 1 (b) δK (c) δV (Q = 10−5,
Q˙ = 10
−5, w = 0.4, ∆χ = 0.14, ∆t = 10−6)
sues de la physique quantique7. Or, cette estimation the´orique donne une valeur supe´rieure
de plusieurs dizaines d’ordres de grandeurs a` l’ordre de grandeur de sa valeur observe´e,
tre`s proche de ze´ro. Les the´oriciens peuvent envisager certaines conside´rations syme´triques
qui entraˆıneraient une valeur strictement nulle de la constante cosmologique mais il est
plus difficile d’en expliquer une valeur faible, non identiquement nulle, comme celle que
sugge`rent les observations d’acce´le´ration de l’expansion. L’explication en terme de quin-
tessence offre donc l’avantage de remplacer cette constante cosmologique de´rangeante et
de reporter le proble`me de l’ajustement pre´cis de sa valeur par un me´canisme inconnu a`
celui du choix d’un potentiel entraˆınant l’existence d’un attracteur vers lequel le champ
convergerait immanquablement. Le potentiel de quintessence envisage´ ici pre´sente une telle
caracte´ristique et notre e´tude nume´rique montre que les perturbations du champ de quin-
tessence disparaissent au fur et a` mesure que la solution converge vers l’attracteur. Les
7La constante cosmologique correspondrait a` l’e´nergie du vide qui se calcule a` partir de l’e´nergie de
point ze´ro de tous les champs mate´riels.
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solutions inhomoge`nes perturbe´es pre´sentent donc le meˆme attracteur que la solution ho-
moge`ne et l’insensibilite´ aux conditions initiales est pre´serve´e au niveau de la perturbation.
Ce re´sultat a e´te´ de´montre´ par Brax, Martin et Riazuelo dans [BMR00].
En guise de conclusion, nous pouvons dire que l’instabilite´ gravitationnelle de l’inflaton
s’explique intuitivement bien par le biais d’une analogie me´canique, celle d’une collection
infinie d’oscillateurs roulant le long du potentiel d’interaction, dont la forme ne se modifie
gue`re au cours du temps, a` l’inverse des champs de jauge. L’absence d’invariance conforme
du champ scalaire, qui re´sulte en une dissipation de l’e´nergie du champ lors de l’expansion,
apparaˆıt comme un acteur important de son me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle. En
effet, l’expansion inhomoge`ne se traduit par un frottement et une distribution de vitesses
inhomoge`nes. Ainsi, ceci entraˆıne l’apparition de diffe´rences d’e´nergies cine´tique et poten-
tielle entre les re´gions de l’espace ou` le champ se trouve dans des e´tats diffe´rents. Au cours
de l’expansion, ces e´carts peuvent se creuser ou s’amenuiser suivant la forme du potentiel
d’interaction et la position du champ homoge`ne dans l’espace de phase.
Notre e´tude n’avait ici pour seul but que de mettre en e´vidence les principes re´gissant
le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle du champ scalaire couple´ a` la gravitation sans
pour autant en donner une e´tude quantitative. Des travaux ulte´rieurs pourraient utiliser
notre me´thode pour e´tudier les fluctuations du champ scalaire dans un mode`le cosmolo-
gique plus pre´cis.
Chapitre 7
Influence de la quintessence sur la
formation des grandes structures
”Le ciel est triste et beau comme un grand reposoir ;
Le violon fre´mit comme un cœur qu’on afflige,
Un cœur tendre, qui hait le ne´ant vaste et noir,
Du passe´ lumineux recueille tout vestige !
C. Baudelaire, ”Harmonie du soir”, in ”Les fleurs du mal”, n◦ XLVII.
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1 Cosmologies homoge`nes avec champ de quintessence
Il existe une autre manie`re de concevoir l’influence d’un champ scalaire sur l’instabilite´ gra-
vitationnelle que d’e´tudier directement les fluctuations de celui-ci. Ce dernier aspect faisait
l’objet du chapitre pre´ce´dent et nous proposons ici au lecteur une petite ouverture sur une
recherche que nous menons en collaboration avec J.-M. Alimi du Laboratoire de l’Univers
et de ses THe´ories (Observatoire de Paris-Meudon). Cette recherche consiste a` examiner
l’influence sur la formation des grandes structures de la modification de l’expansion par la
quintessence. En effet, la quintessence se conc¸oit comme un champ scalaire qui n’interagit
pas directement avec la matie`re ordinaire mais dont l’influence discre`te se fait ressentir par
l’interme´diaire de la gravitation, par exemple au niveau de l’expansion cosmique. Avant
d’expliquer brie`vement comment se re´alise l’e´tude nume´rique de la formation des grandes
structures, nous allons nous attarder a` montrer la modification induite par la quintessence
sur l’expansion universelle.
Reprenons tout d’abord la dynamique gravitationnelle du syste`me gravite´-champ scalaire.
Celle-ci est dicte´e par les deux e´quations d’Einstein suivantes (en unite´s physiques usuelles,
G 6= c 6= 1, cf. [MTW73]) :
(
R˙
R
)2
=
8piG
3
ρ− kc
2
R2
+
Λc2
3
(7.1)
2
R¨
R
= Λc2 − 8piG
c2
p− kc
2
R2
−
(
R˙
R
)2
(7.2)
ou` R(t) a les dimensions d’une longueur et ou` ρ = ρm + ρrad + ρQ, les indices m, rad
et Q se rapportent a` la matie`re ordinaire, aux radiations et a` la quintessence, respecti-
vement. La composante mate´rielle ρm se de´compose habituellement en une composante
baryonique ρb formant la matie`re ordinaire (compose´e de protons et de neutrons, non re-
lativiste, d’e´quation d’e´tat p = 0), une composante due aux neutrinos ρν (matie`re sombre
chaude, relativiste) et une autre due a` de la matie`re sombre froide ρCDM dont l’existence est
sugge´re´e par de nombreuses observations astrophysiques. Ainsi, l’univers est-il constitue´ de
cinq “fluides” diffe´rents : les baryons, la matie`re sombre froide, les neutrinos, les radiations
e´lectromagne´tiques et la quintessence.
Si nous posons a` pre´sent R(t) = a(t)R0 avec a(t) le facteur d’e´chelle (sans dimension)
et R0 une longueur caracte´ristique (par exemple la taille de l’horizon cosmologique), nous
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obtenons pour les deux e´quations d’Einstein(
a˙
a
)2
=
8piG
3
ρ− kc
2
a2R20
+
Λc2
3
(7.3)
2
a¨
a
= Λc2 − 8piG
c2
p− kc
2
a2R20
−
(
a˙
a
)2
· (7.4)
De´finissant par H = a˙
a
le parame`tre de Hubble de´signant le taux d’expansion, il existe une
densite´ critique pour laquelle l’univers sans constante cosmologique (Λ = 0) est plat. Cette
densite´ critique vaut
ρc =
3H2
8piG
·
Graˆce a` cette quantite´, on peut de´signer par Ωi =
ρi
ρc
les divers parame`tres de densite´
associe´s aux diffe´rents ingre´dients mate´riels qui composent l’Univers. On peut e´galement
introduire des de´finitions analogues pour les termes de courbure
ΩK =
kc2
a2R20H
2
et de constante cosmologique
ΩΛ =
Λc2
3H2
·
Forts de ces conventions, nous pouvons a` pre´sent re´crire l’e´quation de Friedmann (7.3)
sous la forme alge´brique suivante :
Ωm + Ωrad + ΩQ + ΩΛ − ΩK = 1· (7.5)
Graˆce aux e´quations de continuite´ T 0µ|µ = 0, il est possible d’e´crire les lois d’e´volution des
parame`tres de densite´ mate´riels
Ωm =
Ωm,0a
3
0H
2
0
a3H2
(7.6)
Ωrad =
Ωrad,0a
4
0H
2
0
a4H2
, (7.7)
ou` l’indice 0 de´signe les valeurs d’aujourd’hui des parame`tres cosmologiques. Si nous
de´finissons par K le terme de courbure avec
K =
kc2
R20
,
on a que ΩK =
K
H2a2
et l’e´quation de Friedmann (7.3) se re´e´crit
H2 = H20
(
Ωm,0
a30
a3
+ Ωrad,0
a40
a4
− ΩK,0a
2
0
a2
+ ΩΛ,0
)
+
8piG
3
ρQ, (7.8)
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avec ΩK,0 =
K
H20a
2
0
, ΩΛ,0 =
Λc2
3H20
et la densite´ d’e´nergie du champ de quintessence ρQc
2 =
1
2
Q˙2 + V (Q), comme au chapitre pre´ce´dent. L’e´quation (7.8) dicte l’e´volution du facteur
d’e´chelle dans un univers compose´ des cinq fluides de´crits plus haut et dote´ d’une courbure
et d’une constante cosmologique quelconques1.
Pour rappel la dynamique du champ scalaire homoge`ne et isotrope en self-interaction est
celle de Klein-Gordon vue pre´ce´demment :
Q¨+ 3
a˙
a
Q˙+
dV (Q)
dQ
= 0· (7.10)
Nous nous concentrerons ici plus particulie`rement sur deux types de potentiel rencontre´s
dans la litte´rature, a` savoir le mode`le de Ratra-Peebles [RP88]
VRP =
Λ4+α
Qα
(7.11)
et ce meˆme potentiel avec un terme correctif duˆ a` la supergravite´ (cf. [BMR00, BM00,
BM99]), auquel nous re´fe´rerons sous le vocable de mode`le Sugra,
VSugra =
Λ4+α
Qα
e
4piG
c2
Q2 (7.12)
ou` Λ est l’e´chelle d’e´nergie du potentiel (a` ne pas confondre avec la constante cosmologique)
et α est un exposant arbitraire. A l’instar de Brax et Martin [BM00], nous travaillerons
dans le syste`me d’unite´s ge´ome´trise´es tel que
~ = c = 1
et de ce fait, la constante de Newton G se trouve relie´e a` l’e´nergie de Planck par la relation
G = m−2P l
ou` la masse de Planck vaut
mP l =
√
~c
G
= 2.1768× 10−8kg ≡ 1.2211× 1019GeV ·
1La seconde e´quation d’Einstein (7.4), quant a` elle, se rame`ne a`
2
a¨
a
= −H20
(
2Ωrad,0
a40
a4
+ Ωm,0
a30
a3
− 2ΩΛ,0
)
− 8piG
3
ρQ (1 + 3ωQ) , (7.9)
avec ωQ =
pQ
ρQ
=
1
2
Q˙2−V (Q)
1
2
Q˙2+V (Q)
·
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On trouvera des tables de conversion entre le syste`me d’unite´s internationales et le syste`me
ge´ome´trise´, ainsi que les valeurs de constantes fondamentales dans ces deux syste`mes a` la
re´fe´rence [KT90]. Dans ces unite´s ge´ome´trise´es, on exprimera le champ scalaire de quin-
tessence en unite´s de la masse de Planck au moyen du changement de variable suivant :
Q(t) = mP l φ(t). L’e´quation de Klein-Gordon devient de`s lors
φ¨+ 3
a˙
a
φ˙+
1
m2P l
dV (φ)
dφ
= 0· (7.13)
De meˆme, les potentiels de quintessence (7.11) et (7.12) ci-dessus deviennent
VRP (φ) =
λ4+α
φα
(7.14)
VSugra(φ) =
λ4+α
φα
e4piφ
2
, (7.15)
ou`
λ = Λm
−α/(4+α)
P l .
Dans la litte´rature re´cente [MCBW99, BBFO01, LBH03], la question de l’influence de
la quintessence sur la formation des structures ne semble avoir e´te´ examine´e, assez cu-
rieusement, uniquement par le biais d’un artifice commode, la quintessence effective.
Il s’agit en fait d’un mode`le fortement simplifie´ de quintessence, dans lequel le rapport
ωQ = pQ/ρQ de la pression sur la densite´ du champ de quintessence est une constante
au cours du temps. Il pre´sente l’avantage certain de ne plus devoir conside´rer un potentiel
pre´cis d’interaction et de pouvoir se passer de l’inte´gration de l’e´quation de Klein-Gordon
dictant la dynamique du champ scalaire. En effet, de`s lors que la quintessence obe´it a`
l’e´quation d’e´tat simpliste ωQ = cte, il existe une solution analytique pour l’e´volution
temporelle de la densite´ d’e´nergie du champ de quintessence, obtenue via l’inte´gration de
l’e´quation de continuite´ de ce fluide :
ρQ = ρQ,0
(a0
a
)3(1+ωQ)
ou, en terme du parame`tre de densite´ du champ de quintessence,
ΩQ =
H20
H2
(a0
a
)3(1+ωQ)
ΩQ,0· (7.16)
Cette relation est tout-a`-fait analogue a` celle que nous avions obtenue pour la densite´ de
matie`re et de radiations (7.6) et (7.7) et permet un traitement direct de l’e´quation de
Friedmann en pre´sence de quintessence effective.
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Cependant, nous verrons que cette hypothe`se de quintessence effective est beaucoup trop
re´ductrice et ne repre´sente pas ade´quatement un mode`le cosmologique ”re´aliste” de quin-
tessence tels que ceux de Ratra-Peebles ou Sugra, meˆme dans les pe´riodes les plus re´centes
de leur e´volution. Cet effet se re´percutera sur la formation des structures et donnera un
sche´ma de formation foncie`rement diffe´rent entre les mode`les a` quintessence effective et les
re´alistes.
2 Mode`les d’univers pour la formation des structures
Une premie`re e´tape de notre e´tude de l’influence de la quintessence sur la formation des
grandes structures consiste a` de´velopper une me´thode qui permette de de´river une solu-
tion des e´quations (7.8) et (7.13) qui concorde au mieux avec les parame`tres cosmologiques
observe´s. Diverses observations fournissent les valeurs suivantes des parame`tres cosmolo-
giques aujourd’hui (indice´es par 0), en unite´s internationales et en unite´s ge´ome´trise´es
~ = c = 1 :
H0 = 100 h km/s/Mpc
2.1332 h × 10−42GeV [KT90]
ρc,0 =
3H20
8piG
= 1.879 h2 × 10−29g/cm3
8.0992 h2 × 10−47GeV 4 [KT90]
h = 0.71± 0.07 [HAG02]
0.15 ≤ Ωm,0 ≤ 0.45 [HAG02]
0.0095 ≤ Ωb,0h2 ≤ 0.023 [HAG02]
Ωrel,0 = Ωrad,0 + Ων,0 ≈ 4.153× 10−5 [HAG02]
0.6 ≤ Ωacc,0 ≤ 0.7 [PTW99]
Ωtot ≈ 1
ωQ < −0.6 [PTW99],
ou` Ωrel repre´sente la composante de matie`re relativiste du cosmos (photons et neutri-
nos) et ou` Ωacc de´signe la composante acce´le´ratrice de l’expansion d’une valeur d’envi-
ron 70% et qui doit eˆtre conside´re´e comme e´tant due soit a` une constante cosmologique
Ωacc = ΩΛ, dont l’e´quation d’e´tat vaut toujours pΛ = −ρΛc2 ; soit a` la quintessence
Ωacc = ΩQ, dont l’e´quation d’e´tat aujourd’hui donne lieu a` une re´pulsion plus mode´re´e
(ωQ = pQ/ρQ < −0.6).
A partir des parame`tres cosmologiques spe´cifie´s a` une e´poque donne´e par un facteur d’ex-
pansion ae, on peut obtenir des conditions initiales pour l’inte´gration des e´quations (7.8)
et (7.13) jusqu’a` l’e´poque de´sire´e. Pour la partie ge´ome´trique, il nous suffit de connaˆıtre
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le facteur d’e´chelle initial ae, le taux d’expansion He, la valeur des divers parame`tres de
densite´ et celle de la densite´ du champ de quintessence ρQ,e = ρc,eΩQ,e a` cette e´poque. A
partir de cette dernie`re donne´e, on peut e´galement de´river le point de de´part dans l’espace
de phase du champ scalaire, puisque l’on sait que
ρQc
2 =
1
2
Q˙2 + V (Q) (7.17)
pQ =
1
2
Q˙2 − V (Q)· (7.18)
Apre`s manipulation, on trouve
V (Qe) = ρQ,e c
2 1− ωQ,e
2
(7.19)
Q˙e = ±
√
ρQ,e c2 (1 + ωQ,e) (7.20)
avec V (Qe) a` inverser pour trouver Qe·
Toutefois, la taˆche est en re´alite´ un peu plus ardue qu’il pourrait y paraˆıtre au premier
abord. En effet, on pourrait croire qu’il suffirait d’introduire les valeurs des parame`tres cos-
mologiques aujourd’hui dans les conditions initiales pour inte´grer a` rebours dans le temps
jusqu’a` une e´poque de´sire´e et ainsi connaˆıtre l’histoire de l’univers depuis cette e´poque.
Certes, mais ce serait sans compter sur la proprie´te´ de “traceur” (“tracking fields”) des po-
tentiels de quintessence. Cette proprie´te´ implique l’existence d’un attracteur qui de´termine
finalement les proprie´te´s cosmologiques d’aujourd’hui. Cet attracteur est fonction, notam-
ment, de l’e´chelle d’e´nergie Λ du potentiel de quintessence et de l’exposant α choisi. Un
choix impre´cis de ces parame`tres vis-a`-vis des valeurs des autres parame`tres cosmologiques
aujourd’hui entraˆınera que la trajectoire ne suivra pas du tout l’attracteur jusqu’aux temps
primordiaux et donnera de ce fait une repre´sentation fausse de l’e´volution cosmique.
Aussi, nous avons choisi de proce´der de la manie`re suivante : donnons une estimation
des parame`tres cosmologiques a` une e´poque extreˆmement recule´e – la sortie de l’e`re infla-
tionnaire, situe´e a` un redshift z de l’ordre de 1028 – et proce´dons a` la recherche de l’e´chelle
d’e´nergie λ du potentiel qui ame`ne la meilleure concordance avec les parame`tres cosmolo-
giques d’aujourd’hui, a` un redshift nul2. On avancera, a` raison, que nous ne connaissons
pas exactement la valeur des parame`tres cosmologiques de l’univers primordial, et c’est
2Le redshift z donne le de´calage vers le rouge des longueurs d’onde due a` l’expansion cosmique et
constitue une unite´ fre´quemment utilise´e en cosmologie. Une source e´mettant un rayonnement a` un temps
te exhibe un redshift donne´ par la relation
1 + z =
λe
λ0
=
a0
ae
,
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pre´cise´ment la` que les proprie´te´s remarquables de la quintessence nous viennent en aide.
En effet, on a pu montrer que le potentiel de Ratra-Peebles (et celui de Brax-Martin)
admettait une variation d’une centaine d’ordres de grandeurs dans les conditions initiales
pour arriver toujours sur le meˆme attracteur. Par exemple, les valeurs permises pour la
densite´ d’e´nergie de quintessence a` la fin de l’inflation ρQ,i peuvent eˆtre comprises entre
10−37GeV 4 (ce qui correspond a` la valeur de l’e´nergie associe´e au rayonnement cosmo-
logique de fond lors de son e´mission, aux alentours de z ≈ 104) et 1061GeV 4 (qui est la
valeur estime´e de cette meˆme e´nergie a` la sortie de l’e`re inflationnaire). Si le champ scalaire
de´marre alors au repos, sa valeur peut eˆtre comprise entre 10−8 ×mP l et 10−2 ×mP l (cf.
[BM00]). Pour les composantes de matie`re et de radiation, on sait que la seconde e´tait lar-
gement majoritaire a` la fin de l’e`re inflationnaire et donc que Ωrad e´tait de l’ordre de l’unite´,
ce qui implique que le parame`tre de Hubble a` cette e´poque valait approximativement
Hi ≈ H0
√
Ωrad,0a40
a4i
avec a0 = 1 ; ΩQ,i et Ωm,i e´tant ne´gligeables devant Ωrad,i. La valeur de Ωm,i s’obtient a`
partir de la relation
Ωm,e =
H20a
3
0
H2ea
3
Ωm,0
que l’on trouve aux alentours de 10−24. La donne´e d’une valeur de ΩQ,i et ωQ,i a` la sortie
de l’e`re inflationnaire permet alors de spe´cifier les conditions initiales pour le champ via
les relations (7.19) et (7.20). On choisira, a` l’instar de Brax et Martin, une valeur de ωQ,i
e´gale a` −1 de sorte que le champ de´marre au repos.
Notre proble`me de trouver une solution compatible avec les donne´es cosmologiques se
re´duit a` pre´sent a` un proble`me de tir : partant d’une estimation des parame`tres primor-
diaux, inte´grons les e´quations (7.8) et (7.13) afin d’e´valuer l’erreur sur les parame`tres
cosmologiques aujourd’hui et modifions en conse´quence les conditions initiales en vue de
nous rapprocher de la solution de´sire´e apre`s plusieurs ite´rations de toute la proce´dure. En
pratique, nous rechercherons par une me´thode de Newton-Raphson la valeur du parame`tre
λ qui permet de retrouver la bonne composition de la soupe universelle d’aujourd’hui en
termes des parame`tres de densite´ Ω.
L’estimation initiale de λ, ve´ritable point d’orgue de toute me´thode Newton-Raphson,
est de´termine´e de la manie`re suivante : on suppose que le champ de quintessence a atteint
ou` λ0 est la longeur d’onde au repos capte´e aujourd’hui (l’indice e indique l’e´poque de l’e´mission). Le
redshift repre´sente ainsi l’e´poque a` laquelle le facteur d’e´chelle a valait une fraction 1/(1 + z) de sa valeur
actuelle, prise par re´fe´rence e´gale a` l’unite´.
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aujourd’hui une valeur extreˆmement e´leve´e, de l’ordre de la masse de Planck, avec une
vitesse quasiment nulle, e´puise´ qu’il se trouve apre`s tant de mille´naires de dissipation par
l’expansion cosmique. Ainsi, en re´solvant la relation (7.19) par rapport a` λ, avec Q0 de
l’ordre de la masse de Planck, on trouve l’estimation initiale souhaite´e.
Nous proposons au lecteur d’illustrer notre e´tude pre´liminaire au travers de sept mode`les
cosmologiques diffe´rents : les deux mode`les avec champ de quintessence ”re´aliste” Ratra-
Peebles et Sugra, qui ne contiennent pas de constante cosmologique ; le mode`le d’Einstein
- de Sitter (indique´ par EdS) qui contient exclusivement de la matie`re et de la radiation,
sans aucune composante acce´le´ratrice de l’expansion ; un mode`le avec constante cosmo-
logique (indique´ par Λ) et sans quintessence ; et enfin trois mode`les avec quintessence
effective, dont les valeurs du parame`tre ωQ de l’e´quation sont des constantes et valent
respectivement −1/3, −1/2 et −0, 8. De plus, tous ces mode`les sont a` ge´ome´trie plane
(Ωtot = 1). Les valeurs du parame`tre de Hubble et de celui de densite´ de matie`re a` la fin de
l’e`re inflationnaire ont e´te´ estime´s comme nous l’avons vu ci-dessus et elles ont e´te´ ajuste´es
quelque peu pour mieux coller avec l’ensemble de valeurs fixe´es aujourd’hui des parame`tres
cosmologiques. Celles-ci sont indique´es (avec indice 0) a` la table 7.1. Dans la densite´ de
matie`re, on a chaque fois conside´re´ une proportion fixe de 4% de baryons. La constante de
Hubble H0 a e´te´ normalise´e a` une valeur de 100 km/s/Mpc. On y a ajoute´ l’aˆge de l’uni-
vers (temps pour lequel a0 = 1), exprime´ en dizaines de milliards d’anne´es. Les e´chelles
d’e´nergie λ du potentiel de quintessence sont respectivement de 9.14×10−4GeV 4/(4+α) pour
le mode`le Ratra-Peebles et de 3.99× 10−4GeV 4/(4+α) pour le mode`le Sugra. La valeur de
l’exposant α dans les deux mode`les de quintessence re´aliste a e´te´ prise e´gale a` 11.
Les figures 7.1, 7.2 et 7.4 repre´sentent respectivement les e´volutions du facteur d’e´chelle
a, du redshift 1 + z, du champ de quintessence en fonction du temps tandis que la figure
7.3 repre´sente l’e´volution du taux d’expansion en fonction du redshift cosmologique z. De
meˆme, la figure 7.5 repre´sente quant a` elle l’e´volution du parame`tre ω de l’e´quation d’e´tat
de la quintessence en fonction du redshift cosmologique z. Le zoom de droite sur cette
figure illustre bien que les mode`les de quintessence effective a` ωQ constant ne sont pas une
bonne approximation des mode`les de quintessence rigoureux comme ceux de Ratra-Peebles
et Sugra. La diffe´rence aux redshifts re´cents (infe´rieurs a` 100) entre ces mode`les s’explique
principalement par le terme en exponentielle du champ dans le potentiel Sugra, qui domine
lorsque le champ atteint des valeurs proches de la masse de Planck. Les figures 7.7 a` 7.9
illustrent l’e´volution de la densite´ des divers fluides cosmologiques : matie`re, radiations,
constante cosmologique et/ou quintessence suivant les mode`les, en fonction du redshift.
On peut de´duire de ces graphes l’e´poque de la co¨ıncidence cosmique, c’est-a`-dire le
temps (ou, ce qui est plus physique, le redshift) pour lequel la densite´ d’e´nergie due a` la
matie`re ordinaire devient supe´rieure a` celle de la quintessence. Avant cette co¨ıncidence,
l’e´volution de l’univers e´tait domine´e par la matie`re et ce temps annonce la fin de ce joug
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Mode`le h0 Ωm,0 Ωrad,0 ΩQ(Λ),0 ω0 t0 (×109 ans)
EdS 0.7005 0.99997 3× 10−5 0 0 9.30
Λ 0.6998 0.29978 2× 10−5 0.7002 −1 13.47
Ratra-Peebles 0.7004 0.3086 8.8× 10−6 0.6914 −0.286 10.83
Sugra 0.6982 0.3042 8.7× 10−6 0.6958 −0.819 12.58
ω = −1/3 0.6999 0.29998 2× 10−5 0.7 −1/3 11.30
ω = −1/2 0.6999 0.29998 2× 10−5 0.7 −1/2 12.03
ω = −0.8 0.6999 0.29998 2× 10−5 0.7 −0.8 13.01
Tableau 7.1 – Valeurs des parame`tres cosmologiques aujourd’hui pour les diffe´rents mode`les
e´tudie´s
et une transition vers la domination de la quintessence (ou de la constante cosmologique).
Le moment ou` l’expansion de l’univers a commence´ a` s’acce´le´rer est donc poste´rieur a` cette
e´poque. La table 7.2 suivante donne, par ordre chronologique, les redshifts de co¨ıncidence
zc pour les diffe´rents mode`les a` composante acce´le´ratrice (quintessence ou constante cosmo-
logique) envisage´s. On remarquera l’exacte corre´lation entre les redshifts de co¨ıncidence et
l’aˆge de l’univers : au plus la premie`re se produit toˆt, au plus l’univers sera jeune, puisque
l’acce´le´ration de l’expansion ame`ne plus vite le cosmos a` maturite´.
Mode`le zc
Ratra-Peebles 1.946
ω = −1/3 1.333
ω = −1/2 0.759
Sugra 0.452
ω = −0.8 0.423
ω = −1 (Λ) 0.326
Tableau 7.2 – Redshifts de co¨ıncidence pour les diffe´rents mode`les e´tudie´s
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Figure 7.1 – Evolution du facteur d’e´chelle en fonction du temps (en milliards d’anne´es)
(dans la le´gende w = −1 correspond au mode`le avec constante cosmologique)
3 Evolution des fluctuations de densite´
3.1 Re´gime line´aire
La the´orie des perturbations au premier ordre des e´quations du champ gravifique couple´es
aux e´quations d’Euler et de continuite´ de´crivant la dynamique d’un ensemble de N par-
ticules conduit a` l’e´quation diffe´rentielle du second ordre suivante pour l’e´volution du
contraste de densite´ (cf. [PEE80] et notre chapitre 4) :
δ¨ + 2
a˙
a
δ˙ − 4piGρBδ = 0, (7.21)
ou` δ = ρ
ρB
−1 est le contraste de densite´ de matie`re, ρB est la densite´ moyenne des particules
de matie`re, G e´tant la constante de Newton. Nous avons pu montrer que cette e´quation
est toujours valable dans un univers rempli de quintessence, effective ou non, a` condition
que celle-ci soit re´partie de manie`re homoge`ne. Par contre, nous avons e´galement montre´
que les solutions inte´grales donne´es par Heath en 1977 (cf. [PEE80]) ne sont plus valables,
meˆme pour les mode`les simples que sont ceux a` quintessence effective.
La solution de l’e´quation (7.21) donne un avant-gouˆt de la formation des structures dans
nos mode`les et servira a` la calibration du calcul complet des simulations a` N particules que
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Figure 7.2 – Evolution du redshift en fonction de l’aˆge de l’univers (en milliards d’anne´es)
nous verrons au paragraphe suivant. La figure 7.10 repre´sente l’e´volution du contraste de
densite´ de matie`re dans les diffe´rents mode`les envisage´s, ainsi que le taux d’accroissement
de la vitesse des particules au premier ordre, donne´ par
f =
a
δ
dδ
da
· (7.22)
En guise de condition initiale pour l’inte´gration de (7.21), nous avons suppose´ que le
contraste de densite´ suivait une loi line´aire a` des redshifts supe´rieurs a` 1000. En effet, cette
e´volution line´aire du contraste de densite´ en fonction du facteur d’e´chelle est caracte´ristique
du mode`le d’Einstein - de Sitter (cf. [PEE80, PEE93] et notre chapitre 4), c’est-a`-dire d’un
univers domine´ par la matie`re. Hors, a` de tels redshifts, les mode`les avec quintessence ou
constante cosmologique se trouvent e´galement dans ce cas de figure, puisque nous nous
trouvons alors bien avant leur e´poque de co¨ıncidence (cf. table 7.2 ou` les premie`res co¨ınci-
dences se produisent a` un redshift de l’ordre de 2).
A l’examen de la figure 7.10, on constate donc que les mode`les avec quintessence ou
constante cosmologique connaissent une croissance du contraste de densite´ plus faible
que dans le mode`le Einstein - de Sitter, exclusivement compose´ de matie`re. Les mode`les
avec quintessence effective ont des e´volutions du contraste de densite´ fort semblables a`
celle d’une constante cosmologique, mais avec une croissance moins forte. Par contre, les
mode`les re´alistes de quintessence (Sugra et Ratra-Peebles) ont des e´volutions diffe´rentes
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Figure 7.3 – Evolution du taux d’expansion (parame`tre de Hubble, en km/s/Mpc) en
fonction du redshift cosmologique z
de ces mode`les a` e´quation d’e´tat constante. Cette conclusion est valable e´galement pour
le taux d’accroissement f de la vitesse des particules. On observe de plus que les mode`les
re´alistes de quintessence ont des taux d’accroissement de la vitesse plus e´leve´ que les autres
mode`les a` e´quation d’e´tat constante.
3.2 Re´gime non line´aire
Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques re´sultats pre´liminaires concernant l’in-
fluence de la quintessence sur la formation des structures. Ces re´sultats se basent princi-
palement sur une premie`re modification d’un code simulant la dynamique gravitationnelle
d’un grand nombre de corps, de´veloppe´ par Alimi et Scholl [AS93] (me´thode particule-grille,
ou PM pour Particle Mesh). Par souci de concision, nous nous contenterons d’expliquer
brie`vement le principe de la me´thode, et nous renvoyons le lecteur a` la re´fe´rence [COU02]
pour une introduction plus de´taille´e.
L’e´tude de la formation des structures passe par la simulation de l’e´volution dynamique de
perturbations de densite´ au cours de l’expansion de l’Univers. Elle ne´cessite non seulement
de connaˆıtre avec pre´cision l’e´volution re´cente de l’Univers (poste´rieure a` la recombinai-
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son3), ce qui a fait l’objet du paragraphe 7.2, mais e´galement la distribution initiale des
fluctuations de densite´ a` partir de laquelle on puisse de´marrer la simulation. Cette dis-
tribution se repre´sente sous la forme d’un spectre de puissance, donnant l’intensite´ des
fluctuations de densite´ en fonction de leur taille. L’origine des fluctuations primordiales de
densite´ est habituellement situe´e dans l’e`re inflationnaire, alors que la formation des struc-
tures ne de´marre ve´ritablement qu’apre`s la pe´riode de recombinaison, lorsque la pression
due aux radiations est devenue assez faible que pour laisser l’instabilite´ gravitationnelle
jouer son roˆle. Il est donc ne´cessaire de recourir a` un mode`le qui permet de suivre la mo-
dification du spectre de puissance pre´dit par la the´orie de l’inflation jusqu’a` l’e´poque de la
recombinaison. Cette e´volution est donne´e par une fonction de transfert dont le produit de
convolution (dans l’espace re´el) avec le spectre primordial donne le spectre de puissance a`
l’e´poque de la recombinaison.
En ce qui concerne les mode`les avec les potentiels de quintessence envisage´s ici, ce spectre
a e´te´ calcule´ nume´riquement par Brax, Martin et Riazuelo dans [BMR00]. Malheureuse-
ment, nous ne posse´dons pas encore cette fonction de transfert nume´rique au moment de
la re´daction de ces lignes de sorte que les simulations qui seront pre´sente´es ici ont e´te´ cal-
cule´es avec un spectre initial dont on connaˆıt la forme analytique de la fonction de transfert.
3Ce terme signifie que les atomes se forment par combinaison des noyaux nucle´aires ionise´s et des
e´lectrons libres au sein du plasma primordial. Dans une optique puriste, l’usage du pre´fixe “re” apparaˆıt
toutefois malheureux, puisque les atomes ne sont pas cense´s avoir existe´ auparavant. C’est a` la fin de cette
e´poque qu’a e´te´ e´mis le rayonnement fossile.
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Figure 7.5 – Evolution du rapport ω entre la pression et la densite´ des fluides de quintes-
sence en fonction du redshift
Toutefois, la forme du spectre obtenue par Brax, Martin et Riazuelo pour les champs de
quintessence ne diffe`re pas grandement de celle du spectre d’un mode`le a` constante cosmo-
logique. De plus, certains auteurs ont pu montrer que les mode`les a` quintessence effective
connaissent un spectre quasiment identique a` celui d’un mode`le avec constante cosmo-
logique sur une e´chelle de l’ordre d’une centaine de me´gaparsecs (cf. [MCBW99]). Nous
avons donc utilise´ le meˆme spectre pour tous les mode`les de quintessence et de constante
cosmologique. Ainsi, nous pourrons examiner les diffe´rences de structuration de la matie`re,
sur une e´chelle de 128Mpc environ, qui sont uniquement dues aux diverses e´volutions cos-
mologiques et non pas au spectre initial.
De plus, la fonction de transfert fixe uniquement la forme du spectre et non son amplitude,
laquelle est laisse´e au choix d’une normalisation, base´e par exemple sur l’observation du
nombre d’amas aujourd’hui ou sur les anisotropies du rayonnement fossile. Cette norma-
lisation se fixe en recherchant le facteur d’expansion initial de telle manie`re que la valeur
aujourd’hui d’un certain indicateur statistique des fluctuations de densite´ a` une e´chelle
de 8 Mpc soit e´gale a` celle calcule´e sur les anisotropies du rayonnement fossile ou a` la
valeur observe´e par les de´nombrements de galaxies. En pratique, on e´tudie l’e´volution du
spectre de puissance par l’approximation line´aire (7.21) du me´canisme d’instabilite´ gra-
vitationnelle, qui conserve la forme du spectre, jusqu’a` obtenir la valeur souhaite´e pour
aujourd’hui dudit indicateur statistique. La table 7.3 suivante donne les valeurs du facteur
d’e´chelle de de´part as pour les diffe´rents mode`les envisage´s.
Une fois le spectre de´termine´, on ge´ne´re une distribution de particules dans un volume
d’espace donne´, dont le champ de densite´ associe´ suit le spectre choisi. Ces particules
repre´sentent en fait la matie`re noire dont l’Univers semble eˆtre compose´ en majeure partie.
Ensuite, la technique N corps e´tudie l’e´volution de ces particules au cours du temps sur
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Figure 7.6 – Evolution des densite´s (en GeV 4) des fluides cosmologiques en fonction du
redshift (diagramme log-log) pour le mode`le de Ratra-Peebles
base d’un mouvement newtonien de ces particules. En effet, lorsque l’on e´tudie des fluctua-
tions comprises a` l’inte´rieur de l’horizon cosmologique4, leur e´volution peut eˆtre rame´ne´e
a` un traitement newtonien, c’est-a`-dire a` une limite non relativiste de la relativite´ ge´ne´rale
(potentiels gravifiques faibles s’exerc¸ant sur de “petites” distances). Le mouvement de ces
particules est dicte´ a` la fois par leur attraction re´ciproque et le frottement qu’exerce sur
elles l’expansion cosmique5. La limite newtonienne de l’interaction gravitationnelle s’ob-
tient alors en re´solvant par transforme´e de Fourier l’e´quation de Poisson
∆Φ = 4piGρδ
ou` Φ est le potentiel gravifique newtonien, ρ est la densite´ du fond sur lequel les fluctua-
tions s’inscrivent et δ est le contraste de densite´.
Puis, le mouvement des particules est de´termine´ par la seconde loi de Newton, limite non
relativiste des e´quations des ge´ode´siques de´crivant le mouvement correct des particules en
relativite´ ge´ne´rale. L’e´quation du mouvement comprend alors des termes gravitationnels
d’entraˆınement et des termes de dissipation dus a` l’expansion cosmique. C’est ici qu’inter-
viennent les mode`les cosmologiques que nous nous sommes employe´s a` obtenir au cours du
paragraphe 7.2.
4De taille infe´rieure a` la longueur de Hubble LH0 = c/H0.
5L’e´tude se fait en coordonne´es comobiles, on ne conside`re que les mouvements non cosmologiques des
particules (cf. [PEE93, PEE80])
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Figure 7.7 – Evolution des densite´s (en GeV 4) des fluides cosmologiques en fonction du
redshift (diagramme log-log) pour le mode`le Sugra
Les figures 7.11 a` 7.17 repre´sentent la distribution des fluctuations de densite´ a` diffe´rents
redshifts, pour les mode`les de la table 7.1. Plus pre´cise´ment, nous avons simule´ a` l’aide du
code PM l’interaction gravitationnelle de 1283 particules dans un cube de longueur como-
bile d’areˆte e´gale a` 128h−1Mpc6, les distances ayant e´te´ normalise´es a` cette valeur dans
les graphes. Le champ de densite´ associe´e a` cette distribution de particules a e´te´ projete´
dans le plan (x, y) et la couleur dans ces figures est a` l’image de l’intensite´ du champ de
densite´ (les re´gions surdenses e´tant les plus claires). En ce qui concerne le contenu mate´riel
de ces mode`les, on s’est fixe´ une quantite´ de baryons e´gale a` 4% et aucune contribution
de matie`re sombre chaude (pas de neutrinos : Ων,0 = 0). Les mode`les pre´sente´s ici sont des
mode`les a` matie`re sombre exclusivement froide, dont le parame`tre de densite´ associe´ vaut
ΩCDM,0 = Ωm,0 − Ωb,0 − Ων,0
ou` l’indice CDM signifie “Cold Dark Matter”.
La forme de la distribution des particules de matie`re sombre, telle qu’observe´e aux figures
7.11 a` 7.17 est caracte´ristique des mode`les a` matie`re noire froide. Ceux-ci sont essentiel-
lement hie´rarchiques, c’est-a`-dire que les petites structures se forment en premier, puis
fusionnent en se de´plac¸ant le long de filaments et de feuillets. La trame filamentaire pro-
vient quant a` elle de l’effondrement gravitationnel asyme´trique sur de tre`s grandes e´chelles.
Ainsi, les concentrations de matie`re noire les plus importantes, susceptibles d’amorcer la
6Une multiplication d’un facteur h sur la constante de Hubble se traduit par une multiplication d’un
facteur h−1 sur les distances physiques.
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Figure 7.8 – Evolution des densite´s (en GeV 4) des fluides cosmologiques en fonction du
redshift (diagramme log-log) pour le mode`le a` constante cosmologique Λ et les trois
mode`les a` quintessence effective
germination des galaxies, se trouvent aux nœuds du re´seau de filaments de matie`re sombre.
Il convient d’eˆtre prudents si nous voulons comparer ces diffe´rentes e´volutions, dans la me-
sure ou` les normalisations des spectres de puissance ne sont pas exactes. En effet, l’aspect
final de la distribution de matie`re sombre de´pend non seulement de l’expansion cosmique
mais e´galement de la puissance du spectre. De meˆme, il convient de garder a` l’esprit que
le redshift dans les diffe´rents mode`les ne correspond pas au meˆme temps physique, comme
on peut le constater en examinant la figure 7.2.
Le mode`le d’Einstein - de Sitter produit les structures les plus denses et les plus nom-
breuses de toutes les simulations, alors qu’il est e´galement celui qui dispose du moins de
temps a` allouer au me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle (cf. table 7.1 et figure 7.1).
L’aspect plus structure´ par rapport aux autres mode`les avec quintessence ou constante
cosmologique provient alors de la puissance du spectre initial et de l’e´volution de´ce´le´re´e de
son expansion.
A pre´sent, nous pouvons comparer qualitativement les mode`les a` quintessence – re´aliste
ou effective – et a` constante cosmologique des figures 7.12 a` 7.17. A z = 0, les mode`les
a` quintessence effective et le mode`le a` constante cosmologique sont les plus structure´s,
devant les mode`les Sugra et Ratra-Peebles. Ce dernier est d’ailleurs le moins structure´ de
tous. De plus, les mode`les a` quintessence effective exhibent une e´volution fort semblable
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Figure 7.9 – Evolution des densite´s (en GeV 4) des fluides cosmologiques en fonction du
redshift (diagramme log-log) pour le mode`le d’Einstein de Sitter
au mode`le avec constante cosmologique et il est d’ailleurs difficile de tirer des conclusions a`
l’oeil nu en comparant leurs diffe´rents champs de densite´. L’analyse quantitative en terme
de halos du paragraphe suivant nous permettra de ve´rifier cette conjecture. Par contre, les
diffe´rences entre les mode`les de quintessence de Ratra-Peebles, Sugra et celui a` constante
cosmologique sont flagrantes. En effet, on constate que les e´volutions de ces mode`les de
quintessence sont assez tardives, puisque l’essentiel de la structuration se passe a` des red-
shifts infe´rieurs a` 1. De plus, on observe bien l’influence re´cente du terme de correction
supergravifique dans le mode`le Sugra qui ame`ne assez rapidement ce dernier a` une struc-
turation de meˆme niveau que le mode`le a` constante cosmologique, alors que le mode`le
de Ratra-Peebles connaˆıt une structuration beaucoup plus lente. Ainsi, la formation des
structures permettrait non seulement de distinguer des mode`les a` quintessence de celui a`
constante cosmologique mais e´galement de mettre en e´vidence des corrections de la phy-
sique des tre`s hautes e´nergies.
A pre´sent, nous allons ve´rifier ces premie`res observations qualitatives en examinant la
formation des halos de matie`re sombre. Ceci fera l’objet de notre dernier paragraphe.
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Figure 7.10 – Evolution du contraste de densite´ D et du taux d’accroissement f de la
vitesse des particules en fonction du facteur d’e´chelle a, a` partir du traitement perturbatif
du premier ordre (7.21)
4 Formation des halos de matie`re noire
Dans ce paragraphe, nous livrons les re´sultats d’une analyse pre´liminaire qui consiste a`
identifier des amas de matie`re noire parmi la distribution des particules. Cette taˆche
sera effectue´e au moyen de l’algorithme Friend-Of-Friend qui associe a` un meˆme objet
— le halo — toutes les particules se´pare´es d’une distance infe´rieure a` une distance dite
de percolation, exprime´e en fraction de la distance interparticulaire moyenne qui vaut la
longueur de la boˆıte divise´e par la racine cubique du nombre de particules. On conside´rera
ici des structures regroupant au moins 100 particules de matie`re noire et une distance
de percolation de 0.2. La masse d’une particule est fonction du parame`tre de densite´ de
matie`re aujourd’hui et vaut quelques 1.36× 1011M pour le mode`le Einstein - de Sitter et
quelques 4.01× 1010M pour tous les autres mode`les.
Les figures 7.18 et 7.19 repre´sentent une superposition a` z = 0 du champ de densite´
et de la distribution des halos, ou` ces derniers sont repre´sente´s par des cercles centre´s sur
les centres de masse de chaque amas et dont le rayon est proportionnel a` leur masse. Le
rayon maximum est proportionnel a` la masse du plus grand halo forme´ de toutes les simu-
lations (dans le mode`le EdS) de sorte que les diffe´rentes figures puissent eˆtre compare´es.
L’examen de ces figures nous enseigne que les amas se forment bien a` l’intersection des
filaments cosmiques par fusion de structures plus petites qui ont transite´s le long de ces
derniers. Ceci illustre bien le caracte`re hie´rarchique des sce´narios a` matie`re noire froide,
comme nous l’avons vu plus haut. De plus, on peut de´ja` voir plus aise´ment le caracte`re
plus structure´ des mode`les a` constante cosmologique et a` quintessence effective ωQ = cte
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Mode`le as (×10−2)
EdS 1.55
Ratra-Peebles 3.39
ω = −1/3 2.61
ω = −1/2 3.02
Sugra 3.66
ω = −0.8 3.47
ω = −1 (Λ) 3.66
Tableau 7.3 – Facteur d’e´chelle de de´part as pour les diffe´rents mode`les
par rapport aux mode`les de Ratra-Peebles et Sugra.
De meˆme, nous pouvons donner une ide´e de l’e´volution de la structuration de la matie`re
au cours du temps en trac¸ant le nombre d’amas forme´s a` un redshift donne´ ainsi que la
masse maximale de ces amas pour nos diffe´rents mode`les. Ceci est repre´sente´ a` la figure
7.20. On constate que le mode`le Einstein - de Sitter est effectivement le plus structure´, tant
par le nombre d’amas forme´s que par la masse de ceux-ci7. Ensuite viennent les mode`les a`
constante cosmologique et a` quintessence effective, qui subissent d’ailleurs des e´volutions
du nombre d’amas forme´s a` une e´poque donne´e assez semblables. Ces mode`les sont suivis
de pre`s par le mode`le Sugra qui rattrape son retard de structuration dans les pe´riodes tre`s
re´centes z ≤ 1. Enfin, le mode`le de Ratra-Peebles est le moins structure´ et doit pre´cise´ment
ce retard vis-a`-vis de son parent supergravifique a` la correction exponentielle que celui-ci
posse´de et qui prend de plus en plus d’importance avec le temps. On remarquera e´galement
que le nombre de structures forme´es est quasiment gele´ entre z = 1 et z = 0 dans le mode`le
Ratra-Peebles ce qui semble eˆtre un effet de la domination prolonge´e de la quintessence
sur la matie`re dans ce mode`le.
Enfin, nous pouvons appuyer ces arguments par l’examen de la figure 7.21 ou` nous avons
repre´sente´ la distribution du nombre de halos forme´s par tranche de masse, ainsi que la
proportion de halos forme´s dans chacune des cate´gories massiques envisage´es. En terme de
nombre de halos forme´s, le mode`le de Ratra-Peebles est bien celui qui forme le moins de
structures. Il est suivi du mode`le Sugra alors que les mode`les a` quintessence effective sont
7La de´croissance du nombre d’amas forme´s dans ce mode`le entre z = 1 et z = 0 s’explique par le fait
que les amas de plus de 100 particules fusionnent beaucoup plus durant cette pe´riode.
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assez proches du mode`le a` constante cosmologique dans chaque cate´gorie. Le mode`le d’Ein-
stein - de Sitter est e´videmment le plus structure´. En terme de proportion, la pre´fe´rence
du mode`le de Ratra-Peebles pour les structures le´ge`res est manifeste : plus de 85% des
amas qu’il forme ont une masse comprise entre 3 × 1012 et 3 × 1013M. Pour le mode`le
Sugra et les autres mode`les avec quintessence effective et avec constante cosmologique,
ce sont quelques 75% des structures forme´es qui se rangent dans cet intervalle. Ainsi, le
terme supergravifique qui corrige le potentiel de Ratra-Peebles permet-il ve´ritablement de
se rapprocher d’un mode`le a` constante cosmologique du point de vue de la proportion des
structures forme´es de masse donne´e.
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Figure 7.11 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le
Einstein - de Sitter (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2, z = 1, z = 0)
186 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
Figure 7.12 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le a`
constante cosmologique (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2, z = 1,
z = 0)
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Figure 7.13 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le
Ratra-Peebles (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2, z = 1, z = 0)
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Figure 7.14 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le
Sugra (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2, z = 1, z = 0)
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Figure 7.15 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le a`
quintessence effective ωQ = −1/3 (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2,
z = 1, z = 0)
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Figure 7.16 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le a`
quintessence effective ωQ = −1/2 (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2,
z = 1, z = 0)
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Figure 7.17 – Champs de densite´ des 1283 particules dans un cube de longueur d’areˆte
valant 128h−1Mpc, projete´es dans le plan (x, y), a` diffe´rents redshifts z pour le mode`le a`
quintessence effective ωQ = −0.8 (de gauche a` droite et de haut en bas : z = 3, z = 2,
z = 1, z = 0)
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Figure 7.18 – Superposition du champ de densite´ des particules et de la distribution des
amas a` z = 0 (de gauche a` droite et de haut en bas : mode`le EdS, Λ, Ratra-Peebles et
Sugra)
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Figure 7.19 – Superposition du champ de densite´ des particules et de la distribution des
amas a` z = 0 pour les mode`les a` quintessence effective (de gauche a` droite et de haut en
bas : ωQ = −1/3, ωQ = −1/2 et ωQ = −0.8)
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Figure 7.20 – Nombre de halos et masse du plus gros amas forme´ (en masses solaires M)
en fonction du redshift pour les diffe´rents mode`les
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Figure 7.21 – Nombre de halos forme´s par cate´gorie de masse (en masses solaires, dia-
gramme semi-logarithmique) et pourcentage de halos forme´s par cate´gorie de masse (noir :
EdS, rouge : Λ, vert : Sugra, bleu : Ratra-Peebles, mauve : ωQ = −1/3, turquoise :
ωQ = −0.8 et orange : ωQ = −1/2)
Chapitre 8
Conclusions et perspectives
“Le monde est une belle histoire, que chaque ge´ne´ration s’efforce d’ame´liorer.”
G. Lemaˆıtre, ”L’hypothe`se de l’atome primitif ”.
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1 Instabilite´s gravitationnelles des champs scalaires
et de Yang-Mills
A la lumie`re de ce qui a e´te´ expose´ au chapitre 5, re´sumons tout d’abord quelques ca-
racte´ristiques remarquables de l’instabilite´ gravitationnelle des champs de YM de´rivant du
groupe de jauge SU(2).
Le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle de ces champs, aux e´chelles de la taille de
l’horizon, arbore une e´volution en deux temps. Rappelons-en les caracte´ristiques princi-
pales.
• L’e´volution pre´coce des fluctuations correspond a` un re´gime quasi-conforme : l’ex-
pansion pratiquement homoge`ne re´sulte en une transformation conforme de la me´trique
qui laisse insensible la dynamique des champs de jauge. Celle-ci se traduit par une os-
cillation des potentiels de jauge dans un potentiel proche du potentiel quartique de la
solution homoge`ne de Gal’tsov-Volkov vue au chapitre 2. Toutefois, ce dernier se trouve
le´ge`rement distordu par l’inhomoge´ne´ite´ des champs, tant gravitationnels que de jauge.
Il en re´sulte que les contrastes de densite´ et de pressions effectuent des oscillations amor-
ties, sous-tendues principalement par les termes e´lectromagne´tiques, purement cine´tiques
et de couplage avec le champ perturbe´ initialement, du mode`le de Higgs abe´lien a` deux
dimensions. Les autres termes de ce mode`le demeurent ne´gligeables tant que l’inho-
moge´ne´ite´ reste faible.
• L’e´volution mature des fluctuations correspond a` un re´gime inhomoge`ne : l’expan-
sion s’e´loigne sensiblement d’une transformation conforme de la me´trique de sorte que la
dynamique des champs de jauge en soit affecte´e. Celle-ci se marque par des interactions
non line´aires entre les composantes de jauge, accompagne´es par la diffusion de celles-ci
sur le fond homoge`ne. Pour que cette diffusion s’accomplisse, il faut que l’inhomoge´ne´ite´
devienne sensible a` l’inte´rieur de la sphe`re de causalite´ (mesure´e par la longueur de
Hubble) afin que les interactions entre champs inhomoge`nes puissent se propager de
proche en proche sur le fond. Ce crite`re n’apparaˆıt donc que lorsque l’inhomoge´ne´ite´ est
suffisamment importante, ce qui de´pend de la taille initiale des perturbations : les plus
grandes devront attendre plus longtemps pour voir les gradients de leurs champs deve-
nir significatifs a` l’e´chelle de la longueur de Hubble. Ceci explique pourquoi les grandes
fluctuations e´voluent plus lentement que les petites. Toutefois, la diffusion n’est pas a`
elle seule synonyme de croissance des fluctuations de densite´ et de pressions (cf. annexe
D, figures 4.11 a` 4.15 et 4.16 a` 4.20). En effet, comme nous l’avons vu pour la diffusion
de fluctuations de la taille de la longueur de Hubble, elle doit s’accompagner d’une non-
conformalite´ de l’expansion. Ne´anmoins, on remarquera que l’ave`nement de ce re´gime
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est ine´luctable de`s lors que les perturbations de la me´trique croissent de manie`re mono-
tone au cours du temps. Ce re´gime apparaˆıt par suite de l’inhomoge´ne´ite´ importante des
interactions entre les champs de jauge, comme nous l’a montre´ l’analyse en composantes
du mode`le de Higgs abe´lien.
Nous pouvons nous livrer a` une autre interpre´tation de ce me´canisme d’instabilite´ gra-
vitationnelle en deux temps des champs de YM. Comme nous l’avons vu au chapitre 2,
les champs de jauge sont purement re´pulsifs et forment avec la gravitation, purement at-
tractive, un syste`me capable de s’e´quilibrer. Le re´gime conforme correspond alors a` une
situation ou` la force de Yang-Mills l’emporte sur la gravitation, entraˆınant ainsi l’ho-
moge´ne´isation pre´coce des grandeurs observables. Ensuite, lorsque l’expansion a cre´e´ suffi-
samment de disparite´ au sein du champ gravitationnel et des champs de jauge, le syste`me
EYM peut alors entrer dans une phase oscillante ou` la force de YM et la gravitation se
disputent sans cesse le controˆle du me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle.
Par ailleurs, nous avons eu le loisir d’effectuer quelques simulations nume´riques sur des
mode`les cosmologiques ouvert (k = −1) et ferme´ (k = +1). Celles-ci ont produit des
re´sultats qualitatifs analogues a` ceux pre´sente´s ici dans le cas euclidien, en tenant compte de
l’influence de la ge´ome´trie homoge`ne et de son e´volution dans nos conclusions pre´ce´dentes.
Ensuite, notre de´marche nous a conduit a` examiner par les meˆmes me´thodes le me´canisme
d’instabilite´ gravitationnelle du champ scalaire. Ce faisant, nous espe´rions quelque peu
comprendre la complexite´ de ce me´canisme pour les champs de jauge. Plus pre´cise´ment,
nous avons choisi un potentiel de self-interaction quartique pour le champ scalaire, qui
rappelle celui de la solution homoge`ne et isotrope de Gal’tsov-Volkov des champs de YM
de´rivant du groupe SU(2). En fait, c’est graˆce a` la syme´trie extreˆmement forte que requiert
le principe cosmologique que la dynamique de ces champs de jauge se re´duit finalement
a` celle d’une particule scalaire un peu spe´ciale dans un potentiel quartique. En effet, la
dynamique pseudo-scalaire dans laquelle les champs de YM de´ge´ne`rent sous l’exigence de
la syme´trie est invariante conforme, au contraire d’un champ scalaire usuel dans un espace-
temps courbe a` quatre dimensions (voir chapitre 1, § 3). Il existe donc une similitude toute
relative entre les deux champs, au niveau de leur dynamique cosmologique homoge`ne et
isotrope. Cette dernie`re peut se concevoir aise´ment comme l’oscillation d’une particule a`
un degre´ de liberte´ dans un potentiel de self-interaction, dont l’e´nergie totale va dicter le
comportement du facteur d’expansion de l’espace-temps qui les he´berge. Dans le cas de
l’inflaton (champ scalaire usuel, cf. chapitre 6), l’absence d’invariance conforme du champ
re´sulte en un transfert de l’e´nergie totale du secteur scalaire au secteur gravitationnel : l’ex-
pansion dissipe l’e´nergie cine´tique du champ et ge`le l’inflaton dans les positions d’e´quilibre
tandis que l’e´nergie meˆme du champ conduit l’expansion cosmique. Dans le cas du champ
de jauge, l’invariance conforme implique la conservation de l’e´nergie dans chacun des sec-
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teurs — gravitationnels et de jauge — se´pare´ment. Il en re´sulte que le cosmos se comporte
comme s’il e´tait rempli d’un gaz de radiations et la particule scalaire invariante conforme
qui constitue le reliquat du champ de jauge subit des oscillations non amorties dans un
potentiel quartique.
Lorsque l’on passe a` l’e´tude de l’instabilite´ gravitationnelle, on brise explicitement la
syme´trie constitue´e par l’homoge´ne´ite´ du cosmos. La me´canique de l’inflaton peut alors se
concevoir comme celle d’un chapelet continu d’oscillateurs laˆche´s dans un potentiel d’in-
teraction fixe. Les fluctuations de densite´ sont alors les variations d’e´nergies cine´tique et
potentielle que subissent les oscillateurs autour de la solution homoge`ne. Pour les champs
de jauge par contre, l’inhomoge´ne´ite´ de l’espace re´ve`le le ve´ritable caracte`re vectoriel non
abe´lien qui ne peut plus eˆtre de´ge´ne´re´ par homoge´ne´ite´ et isotropie en celui d’une particule
scalaire invariante conforme. Ainsi, lorsque les perturbations des champs gravitationnels et
de jauge sont faibles, la solution reste proche de l’e´tat homoge`ne et l’instabilite´ gravitation-
nelle est caracte´rise´e tout d’abord par son re´gime quasi-conforme. Ensuite, l’inhomoge´ne´ite´
gagnant en puissance, la solution s’e´carte de plus en plus de l’e´tat homoge`ne : le potentiel
d’interaction de la particule scalaire se de´forme sensiblement, et les variations d’e´nergie
cine´tique et potentielle que subissent les champs de jauge donnent naissance a` des fluctua-
tions de densite´ croissantes. Au fur et a` mesure du me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle,
le caracte`re vectoriel non abe´lien, quelque peu dissimule´ par la syme´trie requise par le prin-
cipe cosmologique, reprend peu a` peu ses droits.
Graˆce a` une me´thode nume´rique originale base´e sur l’approche hamiltonienne du syste`me
EYM, nous avons pu montrer que les fluctuations primordiales des champs de jauge ont
vraisemblablement e´te´ dilue´es par la formidable expansion de l’univers d’alors en vertu
de leur invariance conforme, a` moins que le degre´ d’inhomoge´ne´ite´ de celui-ci n’ait e´te´
significativement important, ce qui n’aurait certes pas manque´ de laisser des conse´quences
observables. De plus, on peut avancer que les transitions de phase qui ont rendu les champs
de jauge de´rivant du groupe SU(2) a` courte porte´e se sont probablement produites bien
avant que les fluctuations n’atteignent un degre´ d’inhomoge´ne´ite´ suffisant. Aussi, de tels
champs ne pourraient-ils avoir qu’une importance mineure pour la cosmologie.
Il convient toutefois de mode´rer cette conclusion par les objections suivantes. Tout d’abord,
le lagrangien de Born-Infeld pour les champs de jauge (cf. [DGZZ02]), issu de conside´rations
relatives a` la the´orie des cordes et donc susceptible d’applications pre`s de la singularite´ du
Big Bang, n’est pas invariant conforme, ce qui modifiera conside´rablement le me´canisme
d’instabilite´ gravitationnelle pre´sente´ ici. Des e´tudes ulte´rieures pourraient faire l’objet
de cette question. Ensuite, un mode`le physique plus complet, incluant par exemple des
conside´rations relatives a` la taille et a` l’amplitude pre´cises des fluctuations primordiales,
qui comprendrait d’autres champs mate´riels que les seuls champs de jauge et qui utiliserait
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une jauge quasi-newtonienne pour la gravitation, devrait eˆtre e´tudie´ avant de conclure. De
meˆme, des conside´rations quantiques sur la de´sinte´gration des quanta des champs de YM
apre`s la transition de phase qui les rend massifs, seraient e´galement inte´ressantes a` prendre
en compte mais la difficulte´ inhe´rente a` la quantification risque fort de rendre cette taˆche
des plus ardues.
Enfin, si le me´canisme d’instabilite´ gravitationnelle des champs de YM dans l’univers
primordial a duˆ certainement relever davantage du re´gime quasi-conforme que de son ho-
mologue mature, alors l’homoge´ne´isation de la matie`re n’a eu lieu qu’au niveau de ces
grandeurs observables que sont les composantes du tenseur e´nergie-impulsion. En effet,
l’invariance conforme aurait cache´ l’inhomoge´ne´ite´ des champs : les composantes non obser-
vables, comme les coefficients de la me´trique et les potentiels de jauge, ne s’homoge´ne´isent
pas dans ce re´gime, bien au contraire1. On peut de`s lors se demander ce qu’il adviendra
de cette inhomoge´ne´ite´ discre`te lorsque les champs de jauge non abe´liens passeront dans
un re´gime quantique a` l’issue d’une transition de phase, comme la brisure spontane´e de la
syme´trie par un me´canisme de Higgs par exemple. En effet, les autres champs mate´riels,
non conforme´ment invariants, dans lesquels ils se de´sinte`greront ressentiront diffe´remment
cette inhomoge´ne´ite´ secre`tement cultive´e durant l’e`re ou` les champs de jauge non abe´liens
ont domine´. Cette perspective rejoint les questions auxquelles se devrait de re´pondre le
mode`le physique esquisse´ ci-avant.
Par ailleurs, si l’existence des modes croissants est donc due ici au fait que l’expansion
finit par ne plus suivre de re´gime conforme, on peut se demander ce qu’il adviendrait de
nos re´sultats dans une jauge gravitationnelle N 6= R(t) plus souple. Par exemple, le choix
d’une jauge quasi-newtonienne N = 1+φ(χ) (c = 1), avec une condition du type “maximal
slicing” (cf. chapitre 3), permettrait l’e´tude du crite`re de Jeans pour un fluide de radiations
non abe´liennes.
De meˆme, l’e´tude du cas ge´ne´ral N = N(χ, t), avec une condition de jauge addition-
nelle pour cette composante, devrait eˆtre prise en compte pour mode´liser des champs
gravitationnels forts. Nous avons vu en effet que les perturbations de la me´trique pre-
naient ici des valeurs souvent tre`s e´loigne´es de l’unite´, ce qui implique que l’application
de notre condition de jauge conforme N = R(t) n’est certainement plus tellement justifie´e
au voisinage de telles inhomoge´ne´ite´s. Cependant, une telle e´tude rele`ve plus du domaine
de l’effondrement gravitationnel que de la simple instabilite´, avec toutes les difficulte´s que
cela comporte en termes d’e´mergence de singularite´s et de choix de coordonne´es salvatrices
(quand elles existent).
1Les perturbations de la me´trique croissent de manie`re monotone tandis que les potentiels de jauge
oscillent sans amortissement.
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De meˆme, une ame´lioration de l’e´tude nume´rique mene´e dans ces pages pourrait passer par
le choix d’une jauge intelligente, qui permettrait un traitement implicite des e´quations de
YM. Si on veut toujours utiliser la solution homoge`ne de Gal’tsov-Volkov comme base des
perturbations, cette condition se rame`nerait au choix inge´nieux d’une phase pour le dou-
blet de Higgs. Notre choix d’une phase fixe se rame`ne a` e´tudier l’instabilite´ gravitationnelle
en fonction des trois degre´s de liberte´ physiques du syste`me EYM a` syme´trie sphe´rique :
deux composantes e´lectromagne´tiques et le module du champ scalaire. La recherche d’une
phase non constante inte´ressante pourrait s’effectuer en reque´rant notamment l’appari-
tion d’ope´rateurs diffe´rentiels commodes dans les e´quations de YM re´sultantes, comme par
exemple des d’Alembertiens, ou encore la disparition des de´rive´es croise´es2.
Notre e´tude pourrait e´galement inspirer des travaux plus complexes, visant par exemple a`
simuler nume´riquement l’effondrement gravitationnel de trous noirs colore´s. La physique
de ces solutions est en effet fort diffe´rente de celle de l’instabilite´ gravitationnelle. Tentons
d’en de´gager quelques points sensibles. Tout d’abord, les solutions recherche´es devront eˆtre
asymptotiquement plates, ce qui implique la de´finition d’un crite`re de platitude (quelle est
la de´croissance asymptotique ? En 1/rn ou plus contraignante ?). Alors que nous n’avons
conside´re´ que des re´gions locales dans un univers en expansion, cette e´tude devrait couvrir
un large domaine spatial, pour examiner le comportement radiatif des champs de Yang-
Mills, y compris a` l’infini. Ensuite, nous n’avons conside´re´ ici que des perturbations d’une
me´trique homoge`ne et isotrope, alors que mode´liser un corps du type trou noir implique
de grands contrastes de densite´, ainsi que le risque de trouver des singularite´s. Ceci en-
traˆıne des choix de jauges non triviales tant pour la gravitation que pour les champs de
Yang-Mills. De plus, on ne posse`de pas de solutions analytiques ge´ne´rales comme la pa-
rame´trisation de Gal’tsov et Volkov pour le cas homoge`ne et isotrope que l’on pourrait
perturber dans le cas des trous noirs colore´s, ce qui renforce encore un peu la difficulte´.
Enfin, on pourrait encore ame´liorer la me´thode en effectuant une compactification du
domaine spatial, en vue de re´soudre le proble`me constitue´ par les effets de bord. Le choix
d’autres me´thodes que les diffe´rences finies, comme par exemple les me´thodes spectrales3,
pourrait e´galement apporter une ame´lioration sensible des performances de la me´thode,
2En effet, on connaˆıt de nombreuses me´thodes d’inte´gration nume´rique d’ope´rateurs hyperboliques
comme les d’Alembertiens ainsi que leurs conditions de stabilite´. Les champs scalaires c et d couplant
au champ de Maxwell a` deux dimensions connaissent de´ja` ce genre de termes dans leurs e´quations du
mouvement (cf. chapitre 2, e´quations (2.63) et (2.65), ainsi que l’annexe C), et un choix de jauge commode
pourrait donc eˆtre celui d’une jauge radiative qui permettrait de reformuler la partie de Maxwell sur la
dynamique des potentiels a et b en des termes d’e´quations d’ondes. Par ailleurs, les termes en de´rive´es
croise´es sont souvent sources d’instabilite´ nume´rique.
3Les e´le´ments finis ne pre´sentent pas beaucoup d’inte´ret dans notre cas, en raison de la simplicite´ du
domaine et de la dimension tre`s peu e´leve´e.
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compatible avec les objectifs du mode`le physique pre´sente´ plus haut, ou avec ceux d’une
simulation de l’effondrement gravitationnel de trous noirs colore´s.
2 Quintessence et formation des structures
Apre`s l’approche plus formelle et qualitative de l’instabilite´ gravitationnelle des champs
scalaires et des champs de jauge, nous avons pu nous pencher sur le proble`me plus concret
de l’influence d’un champ scalaire de quintessence sur la formation de grandes structures
telles que les amas de matie`re noire. Une premie`re partie de notre travail a consiste´ a`
retrouver les re´sultats de la litte´rature re´cente concernant les mode`les cosmologiques en
pre´sence de champs de quintessence avec un potentiel de type Ratra-Peebles — qui est
un mode`le simple posse´dant la proprie´te´ d’attracteur — et, e´ventuellement, une correction
supergravifique. Ces re´sultats avaient pour vocation principale d’illustrer et de de´montrer
certaines proprie´te´s d’insensibilite´ aux conditions initiales de tels champs de quintessence,
mais pas d’obtenir en de´finitive des mode`les cosmologiques pre´cis.
En vue d’obtenir de semblables mode`les, nous avons donc duˆ, dans un premier temps,
e´tablir une me´thode de tir qui optimise les parame`tres cosmologiques a` la fin de l’e`re in-
flationnaire (obtenus par le biais d’une estimation grossie`re) en vue d’obtenir un ensemble
pre´cis et cohe´rent des valeurs des parame`tres cosmologiques aujourd’hui.
Ensuite, notre contribution principale a` ce proble`me a e´te´ de modifier un code utilise´
a` l’Observatoire de Paris-Meudon en vue d’e´tudier la formation des structures. La nouvelle
version permet d’effectuer la simulation nume´rique pour n’importe quel mode`le cosmolo-
gique calcule´ a` l’avance. Nous avons applique´ ce code modifie´ a` sept mode`les cosmologiques
distincts dont deux nouveaux qui tiennent compte d’un champ de quintessence re´aliste, les
autres pouvant eˆtre retrouve´s parmi la litte´rature. Nos re´sultats indiquent qu’un champ
de quintessence re´aliste a pour effet d’inhiber la formation des structures plus encore que
les mode`les a` quintessence effective4 e´tudie´s jusqu’alors. Plus pre´cise´ment, nous avons pu
montre´ par une me´thode de groupement des particules que les amas de matie`re noire
de masse donne´e qui sont forme´s dans le mode`le de Ratra-Peebles sont moins nombreux
que dans les autres mode`les. De plus, ce mode`le favorise la formation de structures plus
petites, de la masse de quelque 1012M. Une explication possible de cette observation pour-
rait re´sider dans la domination plus pre´coce de ce champ de quintessence sur la matie`re
ordinaire au cours de l’histoire de l’univers. Par ailleurs, en examinant la formation des
4Ces mode`les correspondent a` une e´quation d’e´tat barotropique constante
pQ = ωQρQ,
avec ωQ = cte (cf. chapitre 7).
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structures pour un mode`le semblable de quintessence mais avec correction supergravifique
(mode`le Sugra), nous avons pu montre´ que l’effet d’une telle correction est de retarder
la domination de la quintessence et, partant, de diminuer l’inhibition conse´quente de la
formation des structures. Le mode`le de quintessence a` correction supergravifique arbore
ainsi un spectre de masse des amas forme´s nettement plus semblable a` un mode`le avec
constante cosmologique, quoique les structures obtenues soient moins nombreuses.
En guise de conclusion, nous pouvons affirmer que la formation des structures pourrait
bien constituer un champ d’expe´rimentation inattendu mais pre´cieux pour valider ou non
les the´ories cosmologiques avec quintessence. Et si, comme nos re´sultats le laissent entendre,
la trace de la physique des hautes e´nergies — telles que les corrections supergravifiques
— s’imprime bien sur la distribution de la matie`re aux grandes e´chelles, le ciel et les ca-
talogues de galaxies que nous en tirons pourraient jouer le roˆle d’un nouveau laboratoire
pour la physique des hautes e´nergies.
Annexe A
Les e´quations de Yang-Mills en
ge´ome´trie diffe´rentielle
Pour rappel, les e´quations de Maxwell peuvent se diviser en deux groupes (en unite´s
ge´ome´triques c = 0 = µ0 = 1) :
−→∇ ∧−→E + ∂
−→
B
∂t
= 0
−→∇ • −→B = 0
et
−→∇ ∧ −→B − ∂
−→
E
∂t
=
−→
j
−→∇ • −→E = ρ,
avec
−→
E ,
−→
B ,
−→
j et ρ les champs e´lectrique, d’induction magne´tique, le vecteur densite´ de
courant et la densite´ de charge e´lectrique, respectivement. En posant, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
de telle sorte que
−→
E i = F0i, Fij = ijk
−→
B k (i, j, k = 1, 2, 3) et J
µ = (−ρ,−→j ) la quadri-densite´
de courant, on obtient pour les e´quations de Maxwell (cf. [MOU98]) :
Fαβ|γ + Fβγ|α + Fγα|β = 0
F µν |µ =
1√−g∂µ
(√−gF µν) = Jν (1.1)
qui correspondent respectivement au premier et second groupe d’e´quations de Maxwell.
En termes des ope´rateurs du calcul exte´rieur, nous avons
dF = 0
d ∗ F = − ∗ J (1.2)
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ou` F = dA est la 2-forme diffe´rentielle dont les composantes forment le tenseur de Faraday
Fµν . La connexion abe´lienne A se transforme alors comme
A → A+ dα(xµ),
transformation de jauge qui laisse bien invariante les deux groupes d’e´quations de Maxwell,
puisque le tenseur de Faraday est lui-meˆme invariant de jauge.
La the´orie de Yang-Mills se conc¸oit comme une ge´ne´ralisation de celle de Maxwell a` un
groupe de jauge non abe´lien, le groupe de jauge de Maxwell e´tant le groupe U(1) (cf.
chapitre 1). A partir de la connexion A a` valeurs dans l’alge`bre de Lie du groupe de jauge,
on de´finit la 2-forme diffe´rentielle qui donne l’intensite´ du champ de Yang-Mills :
F = dA− i
2
[A,A] = dA− iA ∧ A
(cf. [NS83, EGH80, KOU95]). Cette de´finition entraˆıne l’e´quivalent du premier groupe de
Maxwell :
dF = 0·
La de´rive´e covariante de jauge D est donne´e par :
D(·) = d(·) + i[A, ∗(·)],
ou` ∗ est l’ope´rateur dual de Hodge. La transformation de jauge des composantes de la
connexion s’e´crit alors :
Aµ → U−1AµU − i (∂µU)U−1
pour U(xµ) ∈ G. En termes de composantes, on a que A = Aµdxµ et F = 12Fµνdxµ ∧ dxν
avec
Fµν = ∂µAν − ∂µAν − i[Aµ, Aν]·
La seconde e´quation de Yang-Mills est alors
D ∗ F = d ∗ F − i[A,F ] = 0
(∗ ∗ F = −F) ou, en termes de composantes
DµF
µν = ∇µF µν − i[Aµ, F µν] = 0
qui correspond bien avec l’e´quation (2.15) si on de´veloppe le long des ge´ne´rateurs Ti. Cette
e´quation correspond au deuxie`me groupe d’e´quations de Maxwell sans source puisque l’on
n’a pas conside´re´ de couplage mate´riel (leptons, quarks, etc.) dans la densite´ lagrangienne
(2.4).
Annexe B
Ecriture comple`te du syste`me EYM
conside´re´
A partir des e´le´ments donne´s au chapitre 2 (section 3.2), e´crivons explicitement les e´quations
EYM en syme´trie sphe´rique pour des potentiels de jauge de´rivant du groupe SU(2). En
vertu de l’invariance conforme des champs de Yang-Mills, on peut e´crire les e´quations
EYM sans avoir a` calculer les composantes du tenseur d’Einstein Gµν = Rµν − 12R gµν
(cf. (2.16)). Toutefois, celles-ci peuvent eˆtre ”assemble´es” dans le cas ge´ne´ral a` partir des
e´le´ments du chapitre 2, section 3.2, et on peut en trouver une e´criture comple`te et correcte
dans la re´fe´rence [LL61], paragraphe 11-7, exercice 4. De meˆme, on trouvera une de´rivation
comple`te des e´quations de Yang-Mills dans [KOU95].
Ainsi, les e´quations d’Einstein sont
Rµν = κT
Y M
µν (2.1)
R = 0 (2.2)
c’est-a`-dire
R00 = κT00 ≡ 2e−2µ λ′ N ′ N − 2λ¨− 2λ˙2 + 2λ˙N˙
N
− µ¨− µ˙2 + µ˙N˙
N
+ e−2µN (N ′′ − µ′N ′) =
κ
2
{
e−2µ
(
b˙− a′
)2
+ 2e−2λ
(
(c˙− ad)2 +
(
d˙+ ac
)2)
+2N2 e−2µ−2λ
(
(c′ − bd)2 + (d′ + bc)2
)
+N2 e−4λ
(
c2 + d2 − 1)2} (2.3)
R01 = κT01 ≡ −λ˙′ − λ′λ˙+ λ′µ˙+ λ˙N
′
N
=
κe−2λ
{
(c˙− ad) (c′ − bd) +
(
d˙+ ac
)
(d′ + bc)
}
(2.4)
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R11 = κT11 ≡ −2λ′′ − 2λ′2 + 2λ′µ′ + µ′N
′
N
+
e2µ
N2
(
2λ˙µ˙+ µ¨+ µ˙2 − µ˙N˙
N
)
− N
′′
N
=
κ
2
{
− 1
N2
(
b˙− a′
)2
+ 2e−2λ
(
(c′ − bd)2 + (d′ + bc)2
)
+2
e2µ−2λ
N2
(
(c˙− ad)2 +
(
d˙+ ac
)2)
− e2µ−4λ (c2 + d2 − 1)2} (2.5)
R22 = κT22 ≡ 1 + e2λ
{
−e−2µ
(
λ′′ + 2λ
′2 − λ′µ′ + λ′N
′
N
)
+
1
N2
(
λ¨+ 2λ˙2 + λ˙µ˙− λ˙N˙
N
)}
=
κ
2
{
e−2µ+2λ
N2
(
b˙− a′
)2
+ e−2λ
(
c2 + d2 − 1)2} (2.6)
R = 0 ≡ −e−2µ
(
2λ′′ + 3λ
′2 − 2λ′µ′ + (2λ′ − µ′) N
′
N
+
N ′′
N
)
+
1
N2
(
2λ¨+ 3λ˙2 + 2λ˙µ˙−
(
µ˙+ 2λ˙
) N˙
N
+ µ¨+ µ˙2
)
+ e−2λ = 0· (2.7)
Enfin, les e´quations de Yang-Mills s’e´crivent comme au chapitre 2, rappelons-les par souci
de comple´tude :
{−N e−µ (d′ + bc)}′ +{eµ
N
(
d˙+ ac
)}·
−N e−µb (c′ − bd)
+N eµ−2λd
(
c2 + d2 − 1)+ eµ
N
a (c˙− ad) = 0 (2.8)
{
N e−µ (c′ − bd)}′ − {eµ
N
(c˙− ad)
}·
−N e−µb (d′ + bc)
−N eµ−2λc (c2 + d2 − 1)+ eµ
N
a
(
d˙+ ac
)
= 0 (2.9)
{
e−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)}·
+ 2N e−µ (c(d′ + bc)− d(c′ − bd)) = 0 (2.10)
{
e−µ+2λ
N
(
b˙− a′
)}′
+ 2
eµ
N
(
c
(
d˙+ ac
)
− d (c˙− ad)
)
= 0· (2.11)
Annexe C
Parame´trisation homoge`ne et
isotrope de la connexion
On trouve la jauge homoge`ne et isotrope la plus ge´ne´rale en recherchant la parame´trisation
pour laquelle des contractions du tenseur de Faraday de la forme (cf. [GV91, DGZZ02])
T νµ = F aαµF ανa
qui entrent notamment dans la composition des grandeurs observables (tenseur e´nergie-
impulsion) aient une partie spatiale de´pendante uniquement du temps
T ji = T (t) δji ·
De meˆme, il est possible de proce´der e´galement en recherchant une simplification maxi-
male des e´quations de Yang-Mills (2.67-2.70). Plac¸ons-nous tout d’abord dans la me´trique
homoge`ne et isotrope de Friedmann-Lemaˆıtre (2.76) en posant
N = R(t)
µ = lnR(t)
λ = lnR(t) + ln Σ(χ)·
Les e´quations de Yang-Mills (2.67-2.70) s’e´crivent alors
− (d′ + bc)′ +
(
d˙+ ac
)·
− b (c′ − bd) + Σ−2d (c2 + d2 − 1)+ a (c˙− ad) = 0 (3.1)
(c′ − bd)′ − (c˙− ad)· − b (d′ + bc)− Σ−2c (c2 + d2 − 1)+ a(d˙+ ac) = 0 (3.2)
Σ2
{(
b˙− a′
)}·
+ 2 (c(d′ + bc)− d(c′ − bd)) = 0 (3.3)
{
Σ2
(
b˙− a′
)}′
+ 2
(
c
(
d˙+ ac
)
− d (c˙− ad)
)
= 0· (3.4)
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On peut d’ores et de´ja` noter l’invariance conforme manifeste dans ces e´quations de Yang-
Mills dans la mesure ou` elles sont inde´pendantes du facteur d’expansion R(t). Posons a`
pre´sent
a = α + ψ˙
b = β + ψ′ (3.5)
c = γ sinψ
d = γ cosψ,
ou` α, β, γ et ψ sont toutes des fonctions des coordonne´es χ et t. Ce changement de variables
a l’effet suivant sur les e´quations de Yang-Mills
cosψ

γ¨ − γ′′ + γ
(
β2 − α2)+ Σ−2γ (γ2 − 1)︸ ︷︷ ︸
(1)


+ sinψ

−γ (β ′ − α˙) + 2αγ˙ − 2βγ ′︸ ︷︷ ︸
(2)

 = 0 (3.6)
− cosψ (2) + sinψ (1) = 0 (3.7)
{
Σ2
(
β˙ − α′
)}′
= −2αγ2 (3.8)
Σ2
(
β˙ − α′
)·
= −2βγ2· (3.9)
Ecrit sous cette forme, il est limpide de constater que la physique qui sous-tend les po-
tentiels de jauge de´rivant du groupe SU(2) en syme´trie sphe´rique est celle d’un mode`le
de Higgs abe´lien a` deux dimensions : un champ scalaire (de module γ) affuble´ d’un po-
tentiel de self-interaction quartique interagit avec un champ vectoriel abe´lien a` deux di-
mensions de composantes (A0, A1) = (α, β). La partie de l’e´quation (3.6) indice´e par (1)
est en effet l’e´quation de´crivant la dynamique du champ scalaire (e´quation d’onde dont
les termes de sources proviennent manifestement du couplage e´lectromagne´tique et de la
self-interaction de ce champ), alors que les e´quations (3.8) et (3.9) sont des e´quations de
Maxwell dont la source est un couplage non line´aire entre le champ scalaire et les potentiels
e´lectromagne´tiques (cf. chapitre 1 et annexe A pour les e´quations de Maxwell dans le vide).
Enfin, la partie de l’e´quation (3.6) indice´e par (2) nous fournit une contrainte physique
supple´mentaire qui entraˆıne que le choix de jauge du champ e´lectromagne´tique ne doit pas
eˆtre anodin mais doit au contraire satisfaire ladite e´quation.
A l’examen des relations (3.6-3.9), on constate que la phase ψ du champ scalaire n’ap-
paraˆıt pas de manie`re dynamique, de sorte qu’elle constitue un pur degre´ de liberte´ de
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jauge. Il est de`s lors possible de proce´der a` deux choix de jauges pour cette phase qui
simplifieront les e´quations sans pour autant en modifier la physique :
1. soit nous recherchons l’expression la plus ge´ne´rale de la phase qui simplifie de manie`re
optimale les e´quations ;
2. soit nous fixons la phase a` une valeur arbitraire, ce qui revient a` polariser le champ
scalaire.
Dans l’optique du point 1 ci-dessus, les auteurs de [GV91, DGZZ02] proposent la pa-
rame´trisation suivante des potentiels de jauge en vue d’obtenir une seule e´quation dyna-
mique a` partir des e´quations de Yang-Mills :
α(χ, t) = − σ˙Σ
√
1− kΣ2
1 + Σ2 (σ2 − k)
β(χ, t) =
Σ2σ (σ2 − k)
1 + Σ2 (σ2 − k) (3.10)
γ(χ, t) =
√
1 + Σ2 (σ2 − k),
ψ(χ, t) = Arc tg
(
Σσ√
1− kΣ2
)
la fonction σ de´pendant uniquement du temps. Les e´quations de Yang-Mills (3.1-3.4) de-
viennent alors
Σ3
(
σ¨ + 2σ
(
σ2 − 1)) = 0
0 = 0
0 = 0
Σ2
(
σ¨ + 2σ
(
σ2 − 1)) = 0 (3.11)
ou` l’on peut reconnaˆıtre l’e´quation pre´sente´e au chapitre 2.
A pre´sent, choisissons de fixer la phase du champ scalaire a` une valeur de pi/2 de telle
sorte que d = 0 dans (3.5) et, comme plus haut, posons
α(χ, t) = − σ˙Σ
√
1− kΣ2
1 + Σ2 (σ2 − k)
β(χ, t) =
Σ2σ (σ2 − k)
1 + Σ2 (σ2 − k) (3.12)
γ(χ, t) =
√
1 + Σ2 (σ2 − k)
210 Instabilite´s gravitationnelles de champs de Yang-Mills et de champs scalaires
mais avec cette fois ψ(χ, t) = pi
2
. Forts de ces hypothe`ses, les e´quations de Yang-Mills
deviennent :
Σ3√
1 + Σ2 (σ2 − 1)
(
σ¨ + 2σ
(
σ2 − 1)) = 0
Σ4σ√
1 + Σ2 (σ2 − 1)
(
σ¨ + 2σ
(
σ2 − 1)) = 0 = 0
0 = 0
Σ2
(
σ¨ + 2σ
(
σ2 − 1)) = 0· (3.13)
Ainsi, nous ve´rifions bien que les choix de jauge 1 et 2 n’ont absolument aucune incidence
sur la physique qui en de´coule et demeurent une pure question d’e´le´gance ou de commo-
dite´. Dans le texte principal, nous avons choisi cette dernie`re option de fixer la jauge a` une
valeur constante. Nous y avons e´galement rebaptise´ α par a, β par b et γ par c.
Dans notre e´tude du syste`me EYM inhomoge`ne, nous avons choisi de fixer la phase a`
une valeur de pi/2 afin de nous de´barrasser de la composante d. Pour des raisons de sim-
plicite´, nous avons pre´fe´re´ choisir un formalisme non invariant de jauge (la jauge est fixe´e
d(χ, t) = 0) plutoˆt que le formalisme ge´ne´ral (d(χ, t) 6= 0, et dont (3.10) est la formu-
lation homoge`ne et isotrope). En effet, comme on l’a vu au chapitre 5, il est possible de
transformer l’e´quation d’Hamilton sur le moment canonique pid associe´ a` d en une e´quation
d’e´volution pour la variable a. Dans le cas d’un formalisme invariant de jauge d 6= 0, il
nous faudrait spe´cifier une condition de jauge supple´mentaire, ou utiliser la contrainte de
Yang-Mills (cf. chapitre 5), si nous voulons re´soudre les e´quations aux de´rive´es partielles
de´crivant le secteur de jauge.
Annexe D
De´tails des simulations du chapitre 5
Les figures 4.1 a` 4.5, 4.6 a` 4.10, 4.11 a` 4.15 et 4.16 a` 4.20 constituent le de´tail des simulations
pre´sente´es au chapitre 5 dans les figures 5.9, 5.8 et 5.11 (a) et (b), respectivement. Le de´tail
de la figure 5.11 (c) a e´te´ de´libe´re´ment omis car il est fort semblable au cas typique (figures
5.1 et suivantes relie´es a` la meˆme simulation) examine´ au chapitre 5.
Figure 4.1 – Solutions homoge`nes pour les figures (4.2) a` (4.5) : (a) facteur d’expansion
R(t), (b) e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t) (ρB0 = 1.5, c˙ = 10
−1, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 = 1, w = 0.3, ∆χ = 7× 10−2, ∆t = 10−7)
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Figure 4.2 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ−R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ−R2(t)χ2 =
(l − 1)R2(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) pil − R˙ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.1)
Figure 4.3 – Perturbations des potentiels de jauge : (a) composante e´lectrique
(
a− aB)
(b) composante magne´tique radiale
(
b− bB) (c) composante magne´tique angulaire (c− cB)
(meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.1)
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Figure 4.4 – Contrastes de densite´ et de pressions, ainsi que la composante non diagonale
du tenseur e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
−1 (b) 3T 11
ρB
−1 (c) 3T 22
ρB
−1 (d)−T 10 (meˆmes parame`tres
qu’a` la figure 4.1)
Figure 4.5 – Evolution des contraintes. (a) H (b) H1 (c) G3 (meˆmes parame`tres qu’a` la
figure 4.1)
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Figure 4.6 – Solutions homoge`nes pour les figures (4.7) a` (4.10) : (a) facteur d’expansion
R(t), (b) e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t) (ρB0 = 1.5× 103, b = 10−3, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 ≈ 31.6, w = 0.4, ∆χ = 9.3× 10−2, ∆t = 10−6)
Figure 4.7 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ−R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ−R2(t)χ2 =
(l − 1)R2(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) pil − R˙ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.6)
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Figure 4.8 – Perturbations des potentiels de jauge : (a) composante e´lectrique
(
a− aB)
(b) composante magne´tique radiale
(
b− bB) (c) composante magne´tique angulaire (c− cB)
(meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.6)
Figure 4.9 – Contrastes de densite´ et de pressions, ainsi que la composante non diagonale
du tenseur e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
−1 (b) 3T 11
ρB
−1 (c) 3T 22
ρB
−1 (d)−T 10 (meˆmes parame`tres
qu’a` la figure 4.6)
Figure 4.10 – Evolution des contraintes. (a) H (b) H1 (c) G3 (meˆmes parame`tres qu’a` la
figure 4.6)
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Figure 4.11 – Solutions homoge`nes pour les figures (4.12) a` (4.15) : (a) facteur d’expansion
R(t), (b) e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t) (ρB0 = 1.5× 10−1, a = 10−3, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 ≈ 0.316, w = 0.1, ∆χ = 9.3× 10−2, ∆t = 10−7)
Figure 4.12 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ − R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ −
R2(t)χ2 = (l − 1)R2(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) pil − R˙ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.11)
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Figure 4.13 – Perturbations des potentiels de jauge : (a) composante e´lectrique
(
a− aB)
(b) composante magne´tique radiale
(
b− bB) (c) composante magne´tique angulaire (c− cB)
(meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.11)
Figure 4.14 – Contrastes de densite´ et de pressions, ainsi que la composante non diagonale
du tenseur e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
−1 (b) 3T 11
ρB
−1 (c) 3T 22
ρB
−1 (d)−T 10 (meˆmes parame`tres
qu’a` la figure 4.11)
Figure 4.15 – Evolution des contraintes. (a) H (b) H1 (c) G3 (meˆmes parame`tres qu’a` la
figure 4.11)
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Figure 4.16 – Solutions homoge`nes pour les figures (4.17) a` (4.20) : (a) facteur d’expansion
R(t), (b) e´tat de la particule de Gal’tsov-Volkov σ(t) (ρB0 = 1.5, a = 10
−3, σ0 = 0,
σ˙0 =
√
2
3
ρB0 − σ40 = 1, w = 0.5, ∆χ = 9.3× 10−2, ∆t = 10−7)
Figure 4.17 – Perturbations de la ge´ome´trie : (a) eµ − R(t) = (m− 1)R(t) (b) e2λ −
R2(t)χ2 = (l − 1)R2(t)χ2 (c) pim − R˙ (d) pil − R˙ (meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.16)
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Figure 4.18 – Perturbations des potentiels de jauge : (a) composante e´lectrique
(
a− aB)
(b) composante magne´tique radiale
(
b− bB) (c) composante magne´tique angulaire (c− cB)
(meˆmes parame`tres qu’a` la figure 4.16)
Figure 4.19 – Contrastes de densite´ et de pressions, ainsi que la composante non diagonale
du tenseur e´nergie-impulsion : (a)
−T 00
ρB
−1 (b) 3T 11
ρB
−1 (c) 3T 22
ρB
−1 (d)−T 10 (meˆmes parame`tres
qu’a` la figure 4.16)
Figure 4.20 – Evolution des contraintes. (a) H (b) H1 (c) G3 (meˆmes parame`tres qu’a` la
figure 4.16)
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Annexe E
Liste des publications
• A. FU¨ZFA, R. JACOBSSON, ”About the Use of a Neural Network in the Ana-
lysis of e+e− → Z0Z0 → qq¯νν¯”, Rapport interne du CERN : DELPHI 2000-026
PHYS851.
• A. MOUSSIAUX, A. FU¨ZFA, D. LAMBERT, ”A Toy Model for a Cosmologically
Active Body”, Revue des Questions scientifiques, 172, 2001, pp. 393-407.
• A. FU¨ZFA, J.-M. GERARD et D. LAMBERT, ”The Lemaˆıtre-Schwarzschild Pro-
blem Revisited”, General Relativity and Gravitation, 34 (9), 2002, pp. 1411–1422,
gr-qc/0109097.
• A. KANFON, A. FU¨ZFA, D. LAMBERT, ”Some Examples of Exponentially Har-
monic Maps”, Journal of Physics A, 35, pp. 7629–7639.
• A. FU¨ZFA, D. LAMBERT, Evolution of Density Fluctuations in a Universe
Dominated by su(2)-valued Yang-Mills Fields, in ”Astronomy, Cosmology and
Fundamental Physics, Proceedings of the ESO/CERN/ESA Symposium Held in Gar-
ching, Germany, 4-7 March 2002”, e´diteurs : P.A. SHAVER, L. DiLELLA et A. GIME´NEZ,
Springer, Heidelberg, 2003, pp. 446–448.
• A. FU¨ZFA, ”Gravitational Instability of Yang-Mills Cosmologies”, Classical
and Quantum Gravity, 20 (22), 2003, pp. 4753–4774, gr-qc/0310032.
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